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代 剖 更 牢固 地 确立 了 它 作 为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 . E 
正 突破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 湛 话 ,并 越 
来 越 直 接地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,马上 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 . 因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 士 耐 言 , 不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 ,现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 未 来 
的 世纪 中 无 颖 将 更 加 与 日 俱 增 . 

另 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变 划 ,已 将 这 门 科学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽象 化 的 道路 , 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 . 这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当务之急 , 尤其 是 当世 纪 转 折 之 际 , 世 界 
各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 强 装 学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ”, 其 主要 宗旨 就 是 
* 和 使 数 学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 公众 所 
TH”. 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平 相 应 并 且 是 数学 水 平 提 高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 是 进步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . SE 60 年 
REFE, RXS MENTRE SUPERSTES 
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物 , 激 发 了 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 . 改革 开 
放 以 来 ,我 图 数学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 , 但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 营 及 工作 与 发 达 国 家 相 比 尚 有 差距 . 我 国 数学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世 界 先进 水 平 , 歼 学 普及 与 传播 方面 的 
赶 超 乃 是 一 个 重要 的 环节 和 兆 切 的 任务 , 为 此 ,借鉴 外 国 的 先进 
经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 著 译 从 ?的 编辑 出 版 - 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 待 播 工 作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先进 水 平 的 障 世 纪 工 程 贡 献 力 量 ,从 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科 著 读物 广泛 调研 的 基础 
上 讨论 确定 的 . 所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 
公众 好 评 的 华 作 , 它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 
出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循循善诱 启迪 数学 思 
维 与 发 现 技巧 ;有 的 富 于 哲理 闭关 数 学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 f 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 蝎 探 现代 数 
学 的 发 展 概 狐 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 采 . 

些 书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 .为 此 从 书 
中 适当 纳入 了 不 同 晨 次 的 作 唱 ,以 使 包括 大、 中 学 生 ; 大 、 中 学 教 
师 : 研 究 生 ;一 般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ， 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 . 现代 数学 是 一 株 分 支 众 多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 隔行 如 隔山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

需要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,和 近年 来 国内 科技 译 著 尤其 是 
科普 译 荐 的 出 版 并 不 票 气 , 有 关 选 是 逐年 碱 少 ,品种 数量 不 断 下 
E. 在 这 样 的 清 况 下 ,上 海 教育 出 版 社 以 迎接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 国际 版 权 公 约 , 不 惜 耗资 购买 版 权 , 组 织 翻 译 出 版 
KECAGHK ES FEA) dE E WEE 参 
te A AA RR ae EE NT, RR BD RG FT KH 
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通常 不 被 算 作 成 果 但 却 能 帮助 公众 了 解 和 雌 赏 数学 成 果 的 有 益 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 样 集中 地 盎 译 ,引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 风 . 
我 们 热 切 希 望 广 太 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 ,扶植 这 项 
工作 ,使 《通俗 数学 名 著 译 从 ?出 版 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎 接 2000 世界 数学 年 .让 公众 了 解 .喜爱 数学 ， 
让 数学 走 进 千 家 万 户 ! 


《通俗 数学 名 著 译 从 ) 编 委 会 
1997 年 8 月 


数学 是 科学 的 女王 ,而 算术 则 是 数学 的 女 
f. 


一 一 卡尔 。 弗 里 特 列 希 。 高 斯 


当 作 者 还 是 一 个 学 生 时 ,一 位 热心 的 数学 载 援 向 全 班 介 绍 
T W*W-*R * $87: OW. W.R. Bali) 所 写 的 一 本 书 & 数 学 娱乐 
H5 Bg AE. 学 生 们 顺从 地 记 下 了 书 吉 * 绝 太 多 数 人 无 疑 转眼 就 总 
得 干 干净 净 . 多 年 之 后 , 当 作 者 向 自己 的 几 个 得 级 提 到 这 本 韦 
SENAY SRP PER TAL AMAR TARA 
HARRE SSR SPR SHH SER BR SER? 
这 是 一 群 工 科 太 学 生 的 反应 ,他 们 对 数学 的 丽 练 程度 在 平均 水 
平 之 上 ,那么 ,对 一 大 群 并 非 出 于 自觉 自愿 ,而 是 被 迫 学 习 数 学 
& A, fit 1] i SE XK AG Im DET 

尽管 事先 并 不 在 好 ,结果 发 现 , 仅 私 提 到 玫 个 趣 题 * 就 立即 
使 全 斑 学 生 从 出 了 名 的 大 学 与 蚀 睡 中 惊醒 讨 来 , 同 数论 有 关 的 
一 个 问题 竞 导致 非常 热烈 的 反响 以 到 学 生 们 竟然 不 愿 再 回复 他 
们 的 正常 课业 . 这些 问题 的 刺激 力 在 全 班 持 续 了 很 长 时 间 , 为 
此 ,人 代数、 三角、 解析 几何 、 微 积分 的 规定 作业 也 增添 了 兴趣 , 它 
像 是 一 种 催化 剂 , 本 碳 虽 然 不 参加 化 学 反应 , 却 把 其 他 物质 激活 
了 . - 
对 一 些 缺乏 数学 细胞 的 朋友 (尽管 如 此 ,他 们 还 是 要 阳 晒 在 
高 中 代数 之 下 活活 受罪 ) 进 行 了 相当 谨 司 的 实验 ,引起 的 反响 也 
同样 令 人 满意 ,这 就 使 作者 产生 了 编写 本 节 的 想法 . 

-HRF WwW WR: SEIS E+ HK (Lucas) 
人 曾 写 过 质 量 一 流 的 ,一 般 题材 的 趣味 数学 谍 物 3 其 他 一 些 学 
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者 ,例如 托 比 亚 斯 ， 但 捷 格 《Tobias Dantzig), E+ T+ MÆ 
(Bell), € @ 4 + 4 Hi d (Edward Kasner) 则 写 过 一 些 异常 优秀 
的 .介绍 数学 概念 以 及 数学 家 传记 之 类 的 作品 , 但 是 ,在 英文 蔬 
里 , 却 氮 少 一 本 专 讲 趣味 数论 的 书 , 本 书 试图 弥补 这 个 就 陷 ,为 
大 宗 揭 供 一 些 趟 味 咎 然 的 育 珍 异 定 .水 可 以 在 任何 一 个 收藏 着 
RSRFPWNHAB BEE. RARER RS RK Rit x 
REA HARES HEM. 

Kt zo PL EUR OE DL AUIE B9 18 75 F R EEA 
是 它 的 问题 浅显 易 懂 ,但 特别 迷人 .另外 , 它 又 并 不 需要 过 多 的 
预备 知识 . 只 要 掌握 一 般 高 中 程度 的 数学 基础 知识 ,初学 者 即 可 
登 堂 入 室 , 理 解 它 芍 许多 重要 内 容 . 正 像 读 过 几 部 侦探 小 说 的 人 
会 情不自禁 地 党 得 自己 已 有 了 足够 的 本 领 ,可 以 帮助 警方 侦破 
谋杀 案 一 样 ,数论 领域 里 的 初学 者 身上 很 快 就 会 长 出 伊 卡 鲁 斯 
ZO, ERRIO AAA P E E AA. 

数学 家 卡尔 。 弗 里 德 列 希 。 商 斯 Karl Friedrich Gauss) € 
经 说 过 :” 毅 等 算术 中 一 些 最 美丽 的 定理 具有 这 样 的 特性 :它们 
概 易 从 经 验 事实 中 归纳 出 来 ,但 其 证 明 却 隐 藏 得 极 深 , 只 有 喜人 
一 等 的 研究 者 才能 把 它们 控 扩 出 来 . 正 是 出 于 此 种 原因 ,赋予 高 
等 算术 以 神 育 魅力 ,使 之 成 为 第 一 流 数学 家 们 最 审 受 的 科学 ,至 
于 它 远 远 凌 驾 于 数学 其 他 各 分 支 之 上 的 无 限 丰 富 性 , 那 就 更 不 
ey.” 

作者 经 常 遇 到 的 两 难处 境 是 :究竟 要 不 要 讲 一 讲 本 书 各 个 
章节 所 涉及 的 理论 知识 ,还 是 于 脆 将 它 删除 ? 如 果 理 论 讲 得 太 
多 ,这 本 蔬 就 再 无 趣味 可 言 . 反 之 ,理论 说 明 往 往 同 结果 一 样 有 
滋味 一 有 时 其 至 更 好 . 基于 这 样 一 种 考虑 ,本 书 还 是 收入 了 相 
当 数 量 的 理论 性 内 容 . 读者 可 根据 自己 的 爱好 ;或 读 或 删 . 


o 镜 卡 鲁 斯 是 希腊 神话 中 的 人 物 , 他 能 用 暴 造 的 避 高 翔 空中 . 后 来 ,他 在 飞 到 
Xf ERE edo E eq e. ERE. 一 一 译 者 注 . 
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一 般 地 说 , 书 中 后 面 几 章 的 内 容 要 比 前 几 章 深奥 一 些 , 所 以 
建议 读者 还 是 按照 各 章 的 先后 版 序 进行 阅 读 , 为 了 增加 悦 读 兴 
趣 , 问 题 是 星罗棋布 地 分 散在 各 章 广 中 的 , 如 在 问题 之 后 米 见 管 
# WEES 26 章 中 总 可 以 找到 -第 25 章 专门 列 出 了 一 百 个 问 
题 ,它们 的 解 敬 与 解法 提示 也 包含 在 最 后 一 章 之 中 . 

HEHE 111…1, 以 及 费 马 数 ( 这 些 题材 分 别 在 第 
3.395 11 与 第 17 章 中 闻 述 ) 的 因子 在 近 几 年 中 又 新 发 现 了 不 少 . 
由 于 时 间 紧 扎 ,本 书 来 不 及 将 它们 站 入 进去 ,读者 可 和 参看 《计算 
数学 3 杂志 ,第 17 3 (1963 年 )447,458 页 . 


阿尔 伯 特 日， 贝勒 
1963 年 写 于 纽约 


A = 简介 


本 书 不 低 包 括 平 面 自 治 系 统 与 稳定 性 理论 初步 ,而 且 还 较 条 
统 地 阁 述 了 不 少 学 科 所 需要 的 常 微分 方程 分 支 理 论 , 全 书 共 十 三 
S.A: 基本 定理 .二 准 系 统 的 平衡 点 .二 维系 统 的 极限 环 、 动 力 系 
统 , 振 动 方程 与 生态 方程 ,wn BRR PRS SRS RE 
Hopf 分 支 .从 闭 轨 分 支出 极限 环 , 同 宿 分 支 及 蜡 宿 分 支 .高 维 问 
题 .综合 应 用 ,以 及 柱 面 与 环 面 上 的 动力 条 统 及 其 应 用 . BRERA 
90 REIS. 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数学 系 商 年 级 及 研究 生 教 材 或 教学 参 
考 书 ,也 可 殿 物理 .化 学 .生物 等 有 关 方 面 科学 技术 工作 者 参考 . 
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一 一 数 学 女王 的 盛情 款 人 符 


Atk EA A MER Ree 与 世上 任何 
一 本 算术 书 都 示 一 样 . 书 中 没有 很 太 的 数目 ,很 大 的 数 
目 …*… 将 对 人 们 的 想象 能 力 施 加 不 利 影响 ,有 害 于 社交 
活动 ,而 又 脱离 实际 , CREP TRH LR FRR HA 
毒气 体 , 腐 创 与 败坏 了 粉红 色 的 大 脑 的 正常 运转 . 

这 本 书 里 头 有 着 许 许 多 多 了 与 3 7 与 3 很 吸引 
Ae? 使 我 们 称心 如 意 …… 天 上 有 七 姐妹 星团 器, 还 有 七 
座 山 ;七 位 苏 德 兰 姐妹 …*…: [ 嫁 给 七 兄弟 的 七 位 新 娘 ]. 


一 一 唐 “* Sehr 
“一 本 算术 德育 书 的 序言 ” 


@ 即 易 宿 星 团 . 一 一 详 者 注 . 


趣 题 爱好 者 将 会 发 现 数 论 是 大 量 赏 心 悦 目 而 且 无 穷 无 尽 的 
趣 题 之 源 . 这 一 领域 被 人 捧 为 “数学 之 女王 ”( 而 数学 本 身 则 是 
“科学 的 女王 ”) ,其 中 姻 烟 发 光 地 闪 净 着 直上 第 一 流 数 学 家 们 奉 
献 出 来 的 智慧 珍宝 . 探索 一 些 具有 特殊 性 质 的 奇异 数字 有 着 一 
种 不 可 抗拒 的 魔力 ,一 经 投入 其 中 ,人 们 即 会 对 其 魔法 顶礼 膜拜 
并 终于 理解 何以 有 如 此 多 的 人 愿意 在 此 课题 上 投入 大 量 时 间 . 
在 追求 数论 中 的 一 些 扰 人 课题 时 ,再 也 没有 比 “ 生 命 短暂 ,艺术 
长 存 " 这 句 拉丁 格言 更 加 确切 了 . 

对 解决 以 下 问题 ,你 是 不 是 打算 有 所 作为 ? 


1， 求 出 数 16000001 的 一 切除 数 .十 P 

2， 直 角 三 角 边 的 某 一 边 之 长 为 48. 试 写 出 十 对 正 整数 ,其 
中 每 一 对 是 该 三 角形 中 另外 两 边 之 长 .1 

3. 小 于 5929 且 与 之 互 质 的 正 整 数 一 共 有 多少 ? + 

4。 试 求 出 一 个 最 小 的 ,完全 由 数码 3 与 7 构成 的 正 整 数 ， 
此 数 以 及 其 数字 和 均 能 被 3 与 了 整除 .1 

5. 求 出 能 形成 算术 级 数 的 三 个 平方 数 . 四 个 行 不 行 ? + 

6. 求 出 一 个 怡 好 拥有 100 个 除数 的 最 小 数 .十 

7. 证 明 当 = 为 素数 时 ,1.。2。3。，4。…，*，(C 一 1) 十 1 必 能 


中 有 + 记号 的 问题 ,其 解法 可 参阅 第 26 R. — KE. 


[1] 


A tnis 


WE n 整除 ,但 当 为 合 数 时 , 决 不 能 整除 .二 

8. 证 明 形 如 4rz 二 的 任 一 素数 必 能 唯一 地 表示 为 两 个 平 
方 数 之 和 .t+ 

9. 找 出 一 些 数 ,其 中 的 每 一 个 都 等 于 其 不 同 除数 之 和 (所 
请 除数 ,其 中 应 包括 1, 但 不 包括 此 数 本 身 ?.+ 

10. 找 出 = EH- RAR tE —1 得 出 素数 .+ 

11. 证 明 任 一 偶数 都 可 表 为 两 个 素数 之 和 .+ 

12. WEAR n> 2 tety —2^ 不 可 能 有 整数 解 . 


中 等 水 平 的 高 中 学 生 都 能 理解 这 些 问 题 的 要 求 ,但 其 中 某 
些 向 题 的 实际 求解 却 抵挡 住 了 许多 世纪 的 智力 攻势 ,至 今 仍然 
EPI. 这 就 是 问题 10, 问 题 11 与 问题 12. 光 是 问题 10 的 历 
中 漠 革 ,就 能 为 它 专门 写 一 本 书 . 要 想 把 花 在 这 上 面 的 工作 网 罗 
无 焉 , 那 就 还 得 写 上 好 多 卷 大 书 . 与 问题 12 有 关 的 资料 为 数 极 
其 庞大 , 问题 8 需要 机 智 的 解析 . 问题 2 与 5 涉及 数论 的 一 个 分 
支 一 至 番 图 分 析 , 这 一 学 科 册 丢 炙 图 (Diophantus) 而 得 名 ,其 
人 为 早年 基督 教 传播 时 期 的 一 位 数学 家 ,. 仅仅 是 妇 图 番 分 析 的 
历史 ,在 LL: EE， Ke Dickson HSER SH. RA T 700 多 
bi AY Sa. 

数论 与 数学 的 其 他 分 支 很 不 一 样 , 它 几 乎 纯粹 是 一 门 理 论 
性 学 科 . 某 些 杰出 的 科学 家 或 工程 师 偶 然 会 把 它 的 一 些 基础 定 
理 授 入 实际 应 用 :例如 电话 线 的 拾 接 ,立方 晶体 的 X 射线 波谱 
分 析 以 及 某 些 无 线 电 技 术 . 但 从 总 体 情 况 看 来 , 它 是 远离 世俗 ， 
超然 物 外 的 , 据说 一 位 伟大 的 追随 者 库 默 (上 . E. Kummer) & 
某 个 场合 曾经 说 过 ,在 他 所 有 的 发 现 中 ,他 特别 欣赏 的 是 他 的 
“Met” SSR ATE ARRIETA. 

数学 的 其 他 分 支 里 没有 如 此 热情 的 执着 追求 者 . KT + 项 
4 (ffr (David Hilbert) ERREAL. W. Reid Brig €f 
数论 基础 }?-- 书 的 序言 中 写 道 :* 在 数论 中 ,我 们 非常 看 重 其 基础 


— d 一 


第 1 章 FERRE 


的 简洁 ,概念 的 完整 确切 ,论断 的 纯粹 ;我们 要 为 它 太 声 歌 颂 : 它 


是 其 他 科学 的 典范 ;一 切 数 学 知识 的 最 深刻 、 永 不 润 竭 的 源泉 ; 
它 总 是 豪 不 吝惜 地 鼓动 其 他 数学 分 支 的 深入 研究 …… 另 外 . 数 
论 不 受 流 行 时 尚 的 影响 ,在 它 那 里 几乎 看 不 到 别 的 知识 部 门 频 
频 发 生 的 情况 ,一 种 概念 或 方法 忽然 红 得 发 紫 ,忽而 又 被 打 入 冷 
窜 , 受 到 不 应 有 的 忽视 . 在 数论 里 ,历史 上 最 古老 的 问题 往往 是 
今日 最 时 思 的 , 犹 似 往昔 年 代 一 件 真 正 的 艺术 佳 构 ,” 

L * 王 ， 狭 克 避 在 其 划时代 的 巨著 kt 数论 史 ? 中 说 道 :“ 数 论 
特别 有 资格 为 之 列 出 专 章 讲述 其 历史 沿革 ,这 是 因为 从 毕 达 凡 
拉 斯 时 期 开始 , 它 已 连续 好 多 世纪 吸引 了 世人 的 巨大 兴趣 ;其 一 
头 是 几乎 每 一 位 著名 数学 家 , 另 一 头 则 是 广大 业余 爱好 者 .而 在 
数学 的 其 他 分 支 ,这 种 现象 是 看 不 到 的 .” 

一 位 著名 数学 家 兼 数论 专家 险 代 CG，H，Hardy) 说 过 ;* 初 
等 数论 应 当 是 一 种 极 好 的 早期 数学 教育 素材 . 它 需要 的 预备 知 
识 很 少 ,材料 很 实在 ,可 以 触摸 得 到 ,又 为 人 们 所 熟悉 ; 它 所 用 的 
推理 过 程 非常 简单 ,有 普遍 意义 ,而 且 为 数 不 多 ;在 数学 科学 中 
它 非 常 独特 ,因为 它 能 激发 人 们 的 天 然 好 奇 心 . 花 上 一 个 月 时 
光 , 进 行 语 有 智慧 的 数论 启蒙 教育 , 它 将 会 带 来 双 倍 效益 , 双 售 
作用 , 比 起 同等 数量 的 给 工程 技术 人 员 上 的 微 积 分 来 说 ,更 将 是 
十 倍 地 有 趣 . nO 

人 们 进入 这 个 数 的 世界 , 胆 性 地 在 整数 .除数 .素数 里 面 徘 
徊 漫步 ,这 些 名 词 , 半 生 半 热 ,模糊 地 回忆 起 从 前 在 小 学 校 里 读 
过 的 算术 课 . 我 们 很 快 就 遇 上 了 完全 数 与 亲 和 数 ,接着 是 数 的 除 
数 以 及 它们 的 和 , 前 面 的 迷人 小 径 向 人 们 招 着 手 ,把 他 们 吸引 到 
新 的 .以 前 未 曾 到 过 的 同 余 式 世界 ,然后 便 是 费 马 (Fermat) 定 
F8 55 Bk kie (Wilson) sg S8 6 JR BEER. 原 根 ,平方 剩余 , 丢 番 图 
解析 ; 主 指数 ,以 及 二 次 互 反 律 不 断 向 我 们 呈现 . 它们 十 分 吸引 


D 引 自 # 美 国 数学 会 公报 》,35 着 (1929 年 ) ,818 M. —— IG. 
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[um 


2] 


[5] 


Aitta 


人 ,以 致使 我 们 不 愿意 离 去 , EER JE. UAR ERR, RE 
常 迟缓 ,十 分 困难 ,它们 是 ;二 次 型 ,分 划 , 理 想 数 与 示 性 数 , 佩 尔 
《Pell) 方 程 , 连 分 数 , 自 同 构 , 率 数 论 以 及 解析 数论 , 只 有 那些 心 
智 特 别 精 赤 之 人 才 愿 意 继 续 往 上 攀登 ,到 达 更 清洁 ,更 纯粹 ,更 
光明 的 境界 . 在 我 们 这 本 书 里 ,将 不 去 探索 这 些 高 峻 而 岗 峨 的 绝 
顶 , 而 只 想 在 纯 属 娱乐 性 的 国度 里 逍 帝 自在 一 番 . 

你 想 不 想 去 作 这 次 旅游 呢 ? 并 不 需要 很 多 装备 ,主要 是 自己 
的 一 颗 真 正 愿 心 . 它 将 是 有 趣 的 ,因为 世上 的 一 些 褐 害 在 我 们 门 
前 堆 噪 不 休 , 它 也 许 是 希腊 神话 里 的 一 帖 意 忧 药 一 一 疙 于 去 之 
IS RRBE DAS BL + 希尔顿 (James Hilton) 在 (失去 的 地 平 线 》 
这 部 小 说 里 头 所 描写 的 , 远 在 天 汶 海 角 的 香格里拉 .中 

如 果 我 们 打算 作 一 次 愉快 的 远足 ,为 了 旅途 愉快 ,需要 有 点 
装备 . 我 们 也 许 坚 购买 一 些 新 的 用 一 ,对 已 有 的 东西 要 好 好 前 修 
一 下 , 到 数 世 内 ERT BREE ,但 数量 并 不 很 多 . 初等 
代数 是 非常 有 用 的 ;九条 知识 不 要 求 很 全 面 ,只 要 了 解 正方 形 的 
意义 ,三 角形 的 各 种 不 同类 型 ,以 及 圆 的 若 于 知识 就 驶 了 了, 对 我 
们 已 经 生 了 锈 的 算术 装备 进行 全 面 检修 着 来 十 分 必要 . FAB 
查 辞典 , 以 了 和 解 整 数 ,数码 ,素数 , 合 数 ,因子 ,除数 …… 的 意义 ， 
作 好 这 样 的 准备 工作 是 可 取 的 . 

所 谓 一 个 数码 ,是 指 0;1,2,3,4;5;6;7,8,9 中 的 一 个 ,这 一 
说 法 来 自 手 指 计数 . 诸如 15 之 类 的 数 称 为 整数 ,以 区 别 于 7/3 
这 类 分 数 . 整数 15 记 为 数码 1 与 数码 5. 315 是 一 个 倒数 , 因 
为 它 是 由 两 个 因子 (或 除数 )3 与 5 组 成 的 . (8 13,97 或 者 
67280421310721 这 样 的 数 称 为 素数 ,它们 除了 1 与 本 身 之 外 没 
有 其 他 因子 . 迄今 尚未 发 现 判定 一 个 数 是 否 素数 的 一 般 方 法 - 像 


cp dde HL br BH HEP eRe SIE 58 S ok te RE 865 S ER Rf E EA A 
Et. 一 一 译 者 注 . 
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Sit PER 


上 面 所 列举 的 这 一 14 位 数字 ,除非 它 属于 基 种 特殊 类 型 ,一 般 


需要 花费 穷 年 暴 月 的 不 懈 努 力 , 才 能 最 终 判 明 它 是 否 素 数 . 

我 们 的 护 提 时 代 , 从 整数 进入 分 数 , 需要 逾越 一 个 不 小 的 心理 
f& 碍 . 也 许 我 们 中 间 的 某 些 人 能 回忆 得 起 家 长 的 教诲 :把 一 只 饼 
分 成 五 块 , 取 走 其 中 的 三 块 ,这 就 代表 分 数 3/5. ”后 来 我 们 又 跳 过 
了 更 加 众多 的 阐 得 物 ;不光 是 割断 了 两 个 整数 之 间 的 间隔 以 得 到 分 数 ， 
而 且 在 分 救 之 得 也 有 缺口 ,得 出 之 数 非 此 非 第 . 我 们 把 它们 称 为 
无 理 数 .单位 正方 形 中 对 角 线 的 长 度 经 常 被 作为 这 种 数 的 例证 . 
和 调和 之 ,在 我 们 的 心 宕 里 终于 逐步 形成 了 连续 数 流 的 概念 

但 在 数论 里 我 们 又 回复 到 原始 的 概念 . 我 们 扬弃 “连续 性 ” 
而 考虑 “离散 量 ”, 这 并 不 意味 着 这 种 高 散 的 量 可 以 达到 我 完 
善 的 境地 ,而 握 宁 是 主张 两 个 相 邻 的 自然 数 是 相互 隔 开 的 ;不 相 
连接 的 . 例如 ,在 14 与 15 之 间 不 存在 其 他 整数 ,而 在 15 与 20 
之 间 只 存在 四 个 其 他 整数 ， 

由 于 数论 只 研究 整数 之 类 的 离散 量 ,所 以 它 需 要 一 种 特殊 
观点 与 工具 来 处 理 它 的 问题 , 求解 的 道路 经 常 与 代数 问题 平行 ， 
蕊 至 吻合 一 一 但 是 这 种 摇 似 性 相当 危险 ,因为 人 们 若 不 密切 注 
视 其 区 别 , 势 将 误 入 歧途 . 以 后 .我们 在 讲解 同 余 式 与 方程 的 异 
同 ,以 及 不 同 数 域 中 的 整数 时 ,大 家 是 会 看 到 的 . 

现在 让 我 们 看 一 个 问题 : 求 不 定 方程 sz 十 3y 一 17 P or 5 y 
的 正 数 解 . 从 代数 观点 来 说 ,存在 着 无 限 多 组 xz 与 » 值 以 满足 
该 方程 ;这 些 解 中 ; 既 有 分 数 的 ,也 有 整数 的 ,它们 都 对 应 于 作为 
其 图 象 的 直线 上 的 无 限 多 个 点 . 但 是 ,在 数论 领域 中 ,我 们 只 考 
E r—1.y—4 作为 这 一 方程 的 整数 解 . 

让 我 们 引用 乌 思 宾 斯 基 (Uspensky) 与 希 斯 莱特 (Heaslet》 
的 名 著 《 基础 数论 》 中 的 一 段 话 , 以 结束 数学 女王 宫廷 中 的 引见 全， 


D agg J. V. Uspensky 与 M. A. Heaslet 42 REM ), 29 .McGraw- 


Hill HBA] 1939 年 版 . 原 注 . 
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"RGEERHLAZEGSGGATSESKERMIESTZ 
去 从 事 算 术 研 究 ?…，… 答 案 是 ;只 有 在 这 个 分 支 中 钻研 
得 很 深 的 人 才能 揭 起 这 门 科学 的 整体 完美 性 …… 
在 人 们 得 以 鉴赏 埋藏 于 其 中 的 算术 宝藏 之 前 , 自 
然 需要 掌握 一 些 本 身 并 不 很 有 趣 的 事物 与 知识 , 不 过 ， 
这 是 必 不 哥 少 的 :在 学 会 走路 之 前 ,必须 先 学 会 限行 . 


因而 ,在 直立 行走 以 及 转 过 脸 来 投向 光明 之 前 ,我 们 当然 不 
可 避免 地 需要 先 息 行 一 一. 
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第 2 章 除数 好 散心 


当然 你 们 很 熟悉 除数 的 一 切 . 如 果 要 你 列举 某 一 数 的 除数 ， 
SE Uni 24, 那 你 就 会 写 出 1,2,3,4,6,8,12,24, 一 共有 8 个 除 
数 . 你 能 不 能 不 必 一 一 列举 而 蕊 上 回 管 24 有 8 个 除数 而 60 有 
12 个 呢 ? 要 做 到 这 一 点 必须 首先 把 已 知 数 分 解 成 "基本 构件 ?或 
者 说 其 质 因子 匀 敌 的 连 乘 积 , 而 分 解法 是 唯一 的 . 例如 24 一 2 
“3,60 一 22。3。5. 接着 ,再 把 每 个 质 因子 的 乘 攻 加 上 1 ,并 连 
SEALE. 例如 ,在 数 24 的 质 因子 乘积 中 ,2 与 3 的 乘 宕 分 别 为 3 
与 1, 从 而 就 有 C3 十 1)(1 十 1) 二 8 个 除数 . 而 对 60 来 说 , 则 有 (2 
cTDG-TDGTD-12 个 除数 ， 
im FA — RE ES EIUS DCN — pr pees pe X EB p; 是 相 蜡 
素数 , 则 NN 的 除数 个 数 应 为 
(a, + 1)(a, + Pea, + 1), 


不 要 害怕 下 标 . p 是 史密斯 家 族 的 ,a 是 琼斯 家 族 的 . 比 
尔 。 史 密斯 ,其 尼 ， 史 密斯 , 约 坦 ， 史密斯 相当 于 popr Ps H 
玛丽 * 琼斯 ,汤姆 * 琼斯 ,珍妮 ， 琼 斯 相当 于 a raras 我 们 也 
可 把 不 同 的 素数 称 为 p,q9,r ;但 较 难 表达 它们 都 是 素数 家 族 中 
的 一 员 . 下 标 可 以 区 分 家 族 成 员 , 而 同样 的 下 标 则 表明 该 两 家 族 
的 相应 成 员 具 有 婚姻 关系 . 

接 下 来 便 是 相反 的 问题 . 试 求 出 一 个 数 , 它 正好 具有 14 个 
约 数 . 由 于 14 一 2。7, 把 每 个 因子 都 减 去 1, 于 是 得 到 1 与 6, 可 


FEE MRA RE. Be RT RRA ER BR. 一 般 说 ,要 想 得 


到 最 小 的 答案 ,就 要 取 最 小 的 素数 ,就 本 例 而 言 ,可 利用 2 5 3. 
于 是 可 得 到 2 + 3 一 192#: 与 此 同时 , 任 一 形 为 pha Coq 为 素数 ) 
的 数 都 正好 具有 14 个 除数 . 我 们 当然 也 可 以 把 14 分 解 为 1。 
14, 结 果 得 出 解 p^ int 2 — 8192. 

要 求 出 一 个 最 小 的 正 整 数 ,使 之 共有 给 定 个 数 的 除数 ,这 并 
非 都 很 简单 . 例如 ,车 12 是 给 定 的 除数 个 数 ,而 我 们 写 出 12= 
2 *6, 这 时 ,相应 的 指数 为 1 与 5, 而 解 是 总 * 3= 96.10 12 也 可 
写成 3，4, 此 时 指数 为 2 与 3, 而 解 是 22* P72. 这 些 答案 都 
比 60 来 得 大 ,而 上 文 已 说 过 ,60 是 正好 具有 12 个 除数 的 , 这 个 
特殊 的 解 是 怎么 找到 的 呢 ? 原来 ,12 也 可 写成 2。2，3, 这 就 给 
出 对 应 指数 为 1,1,2 Te PR. CEE 2 - 3-5 =60. 

读者 们 也 许 感 意 去 解 第 一 章 的 问题 6: 求 一 个 正好 具有 100 
个 除数 的 最 小 数 ; 求 出 之 后 ,再 比较 一 下 恰 有 96 个 除数 的 最 小 
%. + 中 

数 的 除数 之 和 可 以 引发 许多 有 趣 问 题 , 对 此 类 问题 而 言 ,1 
与 此 数 椒 身 也 算 作 除 数 ; 如 果 该 数 本 身 不 包括 在 内 , 那 就 称 之 为 
“BRR” (aliquot divisor? ,其 意思 是 指 , 小 于 此 数 的 一 切除 数 ， 
当然 其 中 也 包括 1. 

有 关 的 一 类 趣 古 是 ;要 找 出 一 个 下 整数 ,使 其 除数 之 和 恰 为 
一 个 完全 平方 数 . 满足 此 项 要 求 的 最 小 数 是 3, 因 为 1 十 3=4 下 
一 个 数 是 22, 这 是 因为 


1T 2-114 22 = 36 — 6. 


这 问题 很 奥妙 ,因为 即便 掌握 了 某 数 的 除数 和 公式 ,解决 起 来 还 
BERKSH TK. 具有 此 种 性 质 的 数 有 如 下 表 : 


O WeRtieSE OS MORES UII 26 E. 一 一 原 注 . 
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IE f 除数 除数 各 二 平方 数 
66 1;2:336111322:33:66 144= 12? 
70 1:2:537:105145;35; 70 144212? 
$1 1:1319127;81 121-11* 
1501 1:19:79;15601 1600= 40° 
4479865 1:5:13:41:65;205:533; 5934096 = 2436* 


1881:2665:8405;21853; 
68921:1098265:344605; 
895973:4470865 


Ls] Rl ERATE RN EEN 


1657 年 ,大 数学 家 费 马 提出 如 下 问题 : 试 找 出 一 个 立方 数 ， 
在 它 加 上 其 真 除数 之 和 后 , 变 作 一 个 平方 数 . 例如 ;73 十 (1 十 7 十 
77) 一 20:, 另 一 个 问题 是 :要 找 出 一 个 平方 数 , 在 加 上 其 真 除 数 
之 和 后 变 作 一 个 立方 数 . 

第 一 个 问题 有 一 些 解 , 见 下 表 : 


立方 数 3L p SEAT BR RA — PPR 
(3«5*11*13*41*47Y (27«35*5*7*11*13*17 * 28 * 61 
(2*8*5*13*41 *47)? (2/3545? 7«413*17 +29)? 
(17 *31*47 «191? (27-37 65915617 +2937) 
(2*5*7*310*73*241*243* (25.33 5* »11*13* * 17 *37 *41* 
467» 113*193*2575* 
(3*11*31*443-* 499) (2*«3*5'*13*37 -61 *157)* 


*2 除数 和 是 平方 数 的 某 些 特殊 立方 数 
第 二 个 问题 的 解 如 下 : 


3 3 ER 平方 数 的 除数 和 = 一 个 立方 数 
(43098) = (2+3+11+653)" (1729) = (7 13 +19 
(22-5*7-11-*37*67-163* 191 * (3? + 7? -13*19* 31? 67 * 109) 

263 *439 * 499)* 
(?*11*29*163*191 +439)? (3*7-13*19*31 * 67)? 


HI EEBEiESRUSXKUEMETAS 


这 类 问题 经 常 在 几 个 数学 小 集团 之 间 提 来 提 去 作为 挑战 ， 
不 合 国 家 之 间 的 数学 家 之 间 总 是 有 很 强烈 的 争 麻 斗 胜 思 想 . 再 
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也 没有 和 什么 东西 能 打动 小 集团 成 员 的 好 胜 心 ; 一 一 提出 一 套 足 
以 难 倒 对 方 的 问题 ,而 提出 者 却 已 掌握 了 它 的 一 般 解法 . 许多 数 
学 问题 都 由 此 而 起 ,而 最 富有 成 果 的 数学 发 现 也 往往 刻 因 于 这 
种 竞争 ， 
类 似 的 问题 还 有 : 试 找 出 一 个 平方 数 ,其 除数 之 和 也 是 平方 [91 
数 . 或 者 : 找 出 一 个 平方 数 ,其 真 除数 之 和 是 一 个 平方 数 . 


一 些 实例 见 下 表 . 
平方 数 所 有 除数 之 和 一 一 个 平方 数 
81—9' 1 十 3 十 9 十 27 十 81 一 121 一 11: 
400= 20 1--2-- 4--54-84-10--16-2-20-4-25--40-- 50 


+ 80-F 100+ 200+ 400—961—31* 
(3*:7*11* 29* 37)!  (3-*7* 13* 19* 67¥ 


Hi XCEMREERICE E RE ,其 除数 和 仍 是 平方 数 


平方 数 真 除数 之 和 一 一 个 平方 数 
9 一 3 1 十 3 一 2 
2401 一 49? 1 十 7 十 49 十 343 一 400 一 20: 


"Ws 某 些 特殊 平方 数 ,其 真有 除数 之 和 为 平方 数 


正 整数 的 除数 有 着 许多 其 他 有 趣 规律 . 一 个 鲜 为 人 知 的 性 
质 是 :如 果 数 N 有 个 除数 , 则 所 有 这 些 除 数 的 乘积 等 于 


Y N*. 
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That the Sum of the Divisors of x Is a Perfect Square,” 
[10] American Mathematical Monthly. 23(1916),394. 


A — Big 5E E JU UR UR CE JE D RTT d. 寻找 
"Su eH S A OST Wu BRAHES IL 
一 一 到 1964 年 为 止 ,只 找到 23 +o. 所 谓 完 全 数 , 就 是 真 除数 
之 和 等 于 它 的 数 , 要 求 把 一 切除 数 煌 加 起 来 ,其 中 也 包括 数 1， 
但 不 包括 此 数 本 身 . 绝 大 多 数 自 然 数 是 “富裕 数 " 或 “亏损 数 ”, 即 
它们 的 一 切 真 除数 之 和 超过 或 不 到 该 数 . 例如 24 的 真 除数 之 和 
为 36, 而 15 的 真 除数 之 和 为 9, 等 等 . 6 是 最 小 的 完全 数 , 它 的 
真 除数 1 十 2 十 3 加 起 来 正好 等 于 6. 

完全 数 极其 稀少 ,而 且 它们 之 间 相 隔 得 很 开 : 在 6 之 后 相继 
出 现 的 完全 数 有 28:496:8128 LAB 33550336. 迄今 未 发 现 过 奇 
完全 数 .6 与 28 曾 被 某 些 k 圣 经 ?注释 家 视 为 至 高 元 上 的 建筑 师 
一 -上帝 的 基本 数字 ,其 证 据 便 是 ,世界 万 物 是 在 6 天 之 内 创造 
完成 的 ,而 月 亮 的 周期 是 28 KO. 

同 许多 早期 的 希腊 入 与 希 伯 来 人 一 样 , 欧 几 里 得 (Euclid) 
曾 研究 过 完全 数 . 他 还 知道 偶 完 全 数 的 公式 . 欧 几 里 得 生活 在 
2300 多 年 以 前 . 从 他 那个 时 代 以 来 已 有 大 量 辛勤 劳动 倾注 于 完 
全 数 的 研究 ,而 此 领域 仍然 为 研究 者 敞开 着 . 圣 ， 奥古斯丁 (St， 


(D X199645£ 11 月 为 止 , 共 发 现 了 34 "SERE. 一 译 者 注 ， 
Q 3 LAMBA KAS 29. 5306 H. 中 国 的 阴历 规定 为 天 月 30 天 ,小 月 29 
天 ,都 与 站 无 关 . 对 经 注 府 的 说 共 显 属 看 强 附 会 . — PSE. 


[11] 
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Augustine) ik zf."6 是 自身 就 完美 的 ,这 并 不 因为 上 上 帝 在 6 天 
内 创造 了 了 万物, 夭 宇 说 这 句 话 的 反面 倒是 真理 ;因为 这 个 数 很 神 
革 , 上 帝 才 于 6 天 内 创造 一 切 众 生 , 即 使 6 天 的 工作 不 存在 ,6 
仍然 是 完美 无 缺 的 . ” 

Tg up x pg Sp CNichomachus) .在 公元 后 100 年 左右 很 出 名 
的 一 位 数学 家 ,有 时 也 被 认为 是 完全 数 28 与 496 的 发 现 人 , 曾 
经 写 道 : 正 像 美丽 与 超群 十 分 稀少 ,屈指 可 数 ; 丑 要 与 伪劣 却 到 
处 泛滥 无 序 那样 ,富裕 数 与 亏损 数 极为 众多 ,它们 的 发 现 也 是 毫 
无 章法 . 然而 ,完全 数 是 屈指 可 数 的 ,它们 的 出 现 也 很 井然 有 
m. 

HS BE HESS (Pythagoras) CS UA S fe JE 3E og EE" EC fh — fh 
JE PIE f un EJ mmESTdsu Y mmis I 
认为 完全 数 6 是 婚姻 .健康 .美丽 的 象征 .因为 它 的 组 成 部 分 是 
完整 与 和 合 的 (参阅 第 18 XD. 

公元 12 世纪 的 一 个 知名 人 士 拉 贝 * 约 本 夫 ， 本 ， 耶 和 达 
+ & (Rabbi Josef ben Jehuda Ankin) 在 其 著作 《灵魂 的 治疗 》 
中 曾 介 绍 过 完全 数 的 研究 . 

在 一 本 意大利 文 的 著作 里 把 完全 数 6 归功 于 美神 维 纳 斯 ， 
* 它 来 自 两 性 的 结合 ,男方 为 3, 是 一 个 奇数 ;女方 为 2, 是 一 个 偶 
数 .” 

欧 几 里 得 给 出 的 偶 完 全 数 六 的 公式 如 下 : 

N = (277')€2" — 1}, (公式 D 


这 里 的 ”是 一 个 大 于 工 的 正 整 数 而 能 使 第 二 个 因子 (2 一 1 为 
X3 3.0054 0—2.3.:5.7.13 时 这 确实 不 错 , 可 是 不 幸 得 很 ,以 后 
fin 却 表 现 得 毫 无 规律 . 与 以 上 五 个 数值 对 应 的 便 是 上 文 已 提 
到 过 的 前 五 个 完全 数 6:28:496;8128 以 及 33550336. 

这 真是 一 桩 怪事 ; 欧 几 里 得 老 早 就 知晓 偶 完 全 数 公式 ,直到 
两 千年 以 后 太 数 学 家 欧 拉 ( Euler ) 才 证 明 欧 几 里 得 公式 是 偶 完 


全 数 唯一 可 能 的 公式 . 迄今 仍然 无 人 证 明 :奇数 究竟 能 和 否 是 完全 
$r. 

如 果真 的 存在 着 奇 完全 数 N, 那 么 它 与 正常 情况 不 -- 样 ， 
必须 置 于 若干 严厉 的 管制 之 下 ,这 些 条 件 简 直 使 人 感到 迷茫 ,下 
面 让 我 们 仅仅 给 出 其 中 的 一 些 , 让 读者 看 看 ; 

l. N 必须 是 一 个 用 12 去 除 时 余数 为 1, 用 36 去 除 时 余数 
为 9 的 数 . 

2. 它 至 少 要 有 六 个 不 同 的 率 数 除数 ， 

3. 它 必 须 具 有 pO gingittgs eg 的 形式 ,这 里 ,p 只 能 
是 4k+1 形式 的 案 数 ,但 9 可 为 任意 奇 素 数 ， 

4. 此 式 还 有 进一步 的 限制 :如 果 除 了 第 一 个 以 外 ,所 有 的 a 
等 于 1, 则 a 不 能 等 于 2; 如 果 除 了 第 一 .第 二 个 以 外 所 有 的 a 
都 等 于 1, 则 前 面 两 个 ( 即 a, ,ez 不 能 都 等 于 2. 

5. 如 果 所 有 的 a 都 等 于 2, 则 N 不 可 能 是 完全 数 . 

6. 车 所 有 的 g 的 指数 都 递增 1, 则 由 此 得 出 的 指数 不 能 有 
9,15,21 或 33 作为 公共 除数 ， 

7. 车 p 的 指数 4x 十 1 等 于 5, 则 所 有 的 a 都 不 能 等 于 工 或 
2. 

8. ÆN 不 能 被 3 整除 , 则 它 至 少 要 有 9 个 不 同 的 素数 除 
数 ; 车 N 不 能 被 21 整除 , 则 它 至 少 得 有 11 T 
不 能 被 15 整除 , 它 至 少 要 有 14 个 不 同 的 素数 除数 ; 考 它 不 能 被 
105 整除 , 至少 要 有 27 个 这 样 的 除数 ,这 将 要 求 N 至 少 大 于 
10“. 

9. 车 NN 正好 有 ?个 不 同 率 数 除 数 , 则 最 小 的 一 个 应 小 于 
r+. 例如 XN Be E TE TER EDU 28 个 不 同 素 数 除数 , 则 最 
小 者 不 应 大 于 29. 

Xt Be S SUDO ( 2" —1) KH FED E SE In] BR 38 36 
出 一 些 # 值 ,使 (2"-') (2" 一 1) 中 第 二 个 因子 为 一 素数 .W，W 

Re RASSE 2 一 1 形式 的 数 (n 为 素数 ) 称 为 “ 梅 举 数 ”, 因 为 法 
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E] 35 33-2 HER Mersenne) H E 1644 年 的 著作 《深入 的 看 法 》 中 
对 此 种 类 型 的 数 作 过 研究 . 作为 信息 来 源 的 梅 桑 猜想 以 及 随 之 
而 起 的 广泛 讨论 在 此 项 研究 中 形成 一 种 强 有 力 的 刺激 ,促使 人 
们 付出 大 基 计 算 代价 来 验证 或 和 否定 梅 又 的 断言 ,然而 此 种 努力 
并 非 全 然 白 费 , 它 也 顺便 带 来 了 一 些 重要 性 质 的 发 现 . WEE 
前 ,此 种 繁重 工作 基本 土 是 由 数字 式 计算 机 来 承担 的 . 

生活 在 17 世纪 的 彼得 ， 本 果 斯 (Peter Bungus) 是 一 群 杂 
牌 数 学 家 中 的 一 个 ,他 们 把 数 与 无 知 奇怪 地 揉 合 在 一 起 ,很 有 点 
恰 炼 金 术 士 把 化 学 与 炼金 术 拼 竣 在 一 起 那样 ,在 一 本 各 为 ¢ 数 的 
神秘 3》 的 书 里 头 , 他 列 出 了 24 个 数 ,据说 它们 全 都 是 完全 数 , 然 
而 梅 桑 认为 其 中 只 有 8 个 是 说 对 的 , 即 表 6 中 所 列 出 来 的 那 几 
^. 接着 , 梅 柔 又 添加 了 算 在 他 自己 名 下 的 三 个 , 即 n=67;127; 
257, 并 声称 它们 给 出 了 接 在 后 面 的 完全 数 . 后 世 的 研究 家 们 指 
出 梅 又 所 给 出 的 值 67 5 257 是 错误 的 ,而 他 也 遗漏 了 能 得 出 素 
数 的 89 与 107. 从 1644 年 到 1947 年 ,为 了 检查 与 改正 梅 桑 的 
断言 ,竟然 花费 了 303 年 ! 
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3 
7 
31 

127 

8191 
131071 
524287 
2147483647 


6 
28 
496 

8128 

33550336 

8589869056 
137438691323 
2305843008139952128 
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HER ACEH BY ABS EE ERST E ALIS AR. [8.68 
历 三 百 余年 以 后 没有 找到 什么 结果 - 说 不 定 梅 桑 曾 经 发 现 或 利 
用 过 一 些 定理 ,而 这 些 定理 后 来 失传 了 , 没 能 重新 再 发 现 , 看 来 


第 3 章 SERIEM 


梅 桑 不 太 可 能 会 使 用 经 验 性 方法 一 一 要 知道 ,2 一 257 时 ,相应 
的 梅 桑 数 即 已 多 达 78 fu. 也 有 人 认为 才华 横 溢 的 数学 家 费 马 曾 
. 把 这 些 结果 通报 给 梅 柔 . 

对 于 这 样 一 个 具有 广泛 魅 力 的 问题 ,不 可 避免 地 会 出 现 一 
15 ge GE P8] :有 人 声称 发 现 了 新 的 完全 数 . 在 已 经 过 去 的 几 个 世 
纪 中 ,此 种 毫 无 基础 的 虚假 消息 时 有 所 闻 ,这 也 不 足 为 奇 ,因为 
彼得 .本 果 斯 厚 颜 无 耻 地 给 出 的 24 个 完全 数 , 其 正确 率 也 只 有 
三 分 之 一 . 然而 20 世纪 还 是 不 断 出 现 一 些 索取 名 利之 徒 , 狂 如 
探险 家 被 吸引 到 北极 ,数学 家 也 被 指数 较 大 的 梅 桑 数 引 话 , 特 别 
是 nn 二 25? 的 那 一 个 . 

1936 年 3 H 27 日 ,联合 通讯 社 发 了 一 个 激动 人 人 心 的 报道 
“新 完全 数 ”, 芝 加 如 的 S* TI。 克利 格 {Krieger) 博 士 宣 称 他 发 现 
了 一 个 155 位 的 完全 数 275 (2/9 一 1). 他 认为 ,他 已 证 明 277-1 
是 个 窒 数 .+ 纽约 先驱 论坛 报 3 上 刊载 的 新 闻 报 道 如 下 : 


有 人 宣称 已 发 现 155 位 的 完全 数 
RFT 5K. FET Be R 
古老 问题 


芝加哥 3 月 26 日 消息 (联合 通讯 社 ) 一 今天， 
塞 缪 尔 ，1， 克 箱 榨 博士 终于 放下 笔 和 纸 ,宣称 他 已 
解决 了 一 个 从 欧 几 里 得 时 代 以 迄 于 今 挫败 这 无 数 数 
学 家 的 大 难题 ,他 终于 找到 了 一 个 十 九 位 以 上 的 完全 
数 ， 

他 解释 道 , 所 亩 完全 数 , 就 是 其 真 除数 之 和 等 于 该 
Bx OR. 例如 28 是 1,2,4,7,14 2, RE ih 4 
数 都 能 整除 28. 克利 烙 博 士 的 完全 数 有 155 dr. 该 数 
就 是 ;26,815,615,859,885,194,199,148,049, 996, 
411. 692, 254, 958, 731, 641, 184, 786, 755, 447, 122, 


[t4] 
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887. 443,528, 060, 146, 978, 161,514, 511, 280, 138. 
383. 284,395,055. 028. 465. 118, 831. 722, 842,125. 
059,853,682,308,859.384,882,528,256. 
它 的 算式 是 2 的 513 次 方 减 去 2 的 256 次 方 . 
博士 说 他 花费 了 17 小 时 把 它 算 了 出 来 ;但 证 明 它 
却 用 了 五 年 之 久 ， 


理应 享有 崇高 荣誉 的 两 位 数论 专家 M' 克 莱 契 克 (M. 
Kraitchik) 与 DD，H* 雷 默 (D. H. Lehmer) 早 已 证 明了 277 — 1 
是 个 合 数 ,前 者 在 1922 年 ,后 者 在 1931 4E. 他 们 的 方法 尽管 揭 
露 了 该 数 的 本 性 , 却 没有 透 圳 其 因子 . 究竟 是 谁 的 说 法 正确 ? FE 
利 格 博士 还 是 克 莱 契 克 或 者 雷 默 ? 

后 来 ,一 些 数学 杂志 狠 恤 地 批评 了 报纸 ,他 们 只 想 算 人 上 听 
闻 , 全 然 不 顾 准 确 性 . 报道 消息 里 头 提 到 的 事 , 早 就 有 四 个 完全 
数 超 过 了 19 位 ,它们 的 位 数 分 别 有 37.54.65 与 77 位 ;其 中 37 
位 的 那 一 个 完全 数 2*(29 一 1), 早 在 1883 年 即 已 发 现 . 克利 格 
博士 过 早 地 敢 下 了 他 的 笔 ,但 疑 团 并 未 彻底 消除 ,直到 1952 年 
美国 国家 标准 局 西部 计算 中 心 的 SWAC 电子 计算 机 最 终 宣布 
2:7 —1 的 确 是 个 合 数 为 止 , 本 书 以 后 还 要 提 到 此 事 . 

当 为 合 数 时 ,2" 一 1 恒 为 合 数 .因为 车 = 为 一 个 偶合 数 
2y, 则 表达 式 2-1 便 是 平方 差 , 它 当然 可 以 分 解 因 式 27 —1— 
(274-10 (27 — 15. 例如 : 


(2*—1)2(2 + 19027 — 1} = 129 + 127 = 3 + 43 * 127. 
E n BSR =p WA 
2 —1 = (2/0 — 1 
= (2* — DLGOC 7 + Cary? + (G7 十 
oe (P 4-19], 


这 些 都 是 代数 教科 书 里 讲 过 的 内 容 . 例如 ， 

25 — 1 = (2—1 
(27 — DERRY 十 52)3 H aE 270 c 1] 
= 127 * 270549121. 


由 于 它 至 少 可 以 分 解 为 两 个 因子 之 积 , 所 以 2* 一 1 是 个 合 数 . 
碰巧 它 的 后 一 个 因子 也 是 合 数 ,于 是 最 终 可 分 解 为 素 因 子 习 积 
127 + 31 + 71 + 122921. 

RE n» GE 2-14» m BH n 为 素数 时 ,2" 一 1 
仍 可 能 为 合 数 , 在 某 些 情况 下 可 以 利用 某 些 定理 ,它们 或 者 能 直 
接 分 解 出 因子 ,或 者 可 以 为 因子 的 个 数 设 置 一 个 合理 的 上 界 以 
殿试 探 . 费 马 定理 及 其 推论 是 用 得 最 多 的 办 法 . 

这 个 大 名 鼎 髓 的 定理 我 们 将 在 第 6 章 中 再 次 遇见 ,现在 先 
让 读者 过 一 下 目 . 车 p 为 案 数 而 a 不 是 PHM. Wa’ ' 一 1 恒 
能 被 p 整除 . 例如 2 一 1 正好 能 被 7 整除 . 也 有 可 能 若干 比 z 一 1 
更 小 的 指数 n BIE a — 1 被 p 整除 (例如 2 一 1 可 以 被 7 整 
BO. Bn 是 此 类 指数 中 最 小 的 一 个 , 则 它 一 定 是 p 一 1 的 一 个 
除数 ,换言之 ,p 一 1 必 等 于 mn, TE p= 二 mn 十 1. 

EEA ?一 1 的 梅 又 数 中 ,指数 上 恒 为 素数 , 故 一 般 可 认为 
它 是 奇 素数 (除非 x 二 2;, 但 这 是 极 肤 访 的 ), 由 于 费 马 定理 中 ,pp 
亦 为 奇 素数 ,于 是 mn 一 定 是 偶数 ,从 而 m ILU EC, TIE 
它 记 为 2r; 于 是 p=2rx 十 1. 这 就 给 我 们 许多 启迪 ,例如 着 2'" 一 1 
有 一 奇 除数 p ECARRI RS o RTUS TREO, 
它 必然 具有 or * 11 十 1 二 22r 十 1 HER, ARRE r=1 时 ， 
素数 23 真 的 能 够 整除 2^ — 1. 与 此 类 似 , 如 果 2" 178 — E 
数 , 则 它 必 然 具 有 2r*，17 十 1 二 3 和 十 1 的 形式 , 但 碰巧 27 一 1 本 
身 是 个 素数 ,所 以 唯一 的 此 类 形式 的 除数 即 是 该 数 本 身 . n E 
得 越 来 越 大 时 ,要 进行 试探 的 可 能 的 除数 ,即使 限定 了 某 种 形 
式 , 仍 然 是 为 数 极 大 的 ,因此 还 得 镍 使 其 他 办 法 . 
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费 马 定理 的 改良 形式 可 以 对 某 些 梅 桑 数 的 除数 提供 直接 帮 
Bh. 由 此 定理 我 们 已 经 知晓 ,pp 为 素数 时 2^ ' — 1 恒 能 被 p 整 
除 . 由 于 pp 是 一 个 奇数 , 故 p 一 1 为 偶数 ,既然 它 能 被 2 整除 ,所 
以 是 合 数 . 可 是 在 梅 柔 数 中 ,所 有 的 指数 全 是 素数 ,于 是 从 表面 
上 看 来 ,在 寻找 这 些 数 的 因子 时 , 费 马 定理 帮 不 了 我 们 的 忙 . 但 
有 人 已 经 作出 证 明 吕 , 对 底数 2 来 说 , 指 救 p 一 1 可 除 以 2 而 不 
影响 该 数 用 p 去 除 时 移 可 除 性 ,如 p 在 除 以 8 时 余数 为 1 或 ? 
的 话 , 换 言 之 ; 即 其 形式 为 8r 十 1 或 8r 十 7. 从 而 可 以 推出 


rib Ctr 7?) — 
gleeco-nme 一 ] 与 gtartn nal 


可 被 各 该 形式 的 素数 分 别 整 徐 , 在 前 一 种 情况 , 它 告 诉 我 们 2" 
一 1 能 被 形 为 gr 十 1 的 素数 整 踪 ,但 由 于 指数 4r 显然 不 是 素数 ， 
所 以 这 种 数 不 属 于 梅 桑 数 的 类 型 . 对 后 一 种 情况 ,我 们 的 结论 是 
2 一 1 能 被 8r 十 ?形式 的 素数 整除 . 所 以 , 苦 4r 十 3 与 Sr 十 7 
都 是 素数 时 , 则 gr 十 7? 必 能 整除 相应 的 梅 华 数 ， 
梅 桑 对 他 所 研究 的 2" 一 1 形式 的 数 , 曾 设置 了 一 个 上 界 , 即 
n 不 超过 257; 在 此 限制 下 ,能 满足 上 述 两 个 条 件 的 r+ 与 # 的 数 
值 ,可 以 参看 附 表 T. 
ro am4r 十 3 一 个 素数 sr 十 ? 是 一 个 素数 ,从 而 是 2 一 1 的 一 个 除数 


表 7 梅 桨 数 的 除数 


D 例如 可 参阅 Uspensky 与 Heaslet 合 编 的 {初等 数论 }. — ME. 
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已 经 研究 出 一 些 非常 巧妙 的 办 法 来 大 大 削减 试探 的 工作 
量 , 其 中 也 包括 我 们 将 在 本 书 第 21 章 中 将 要 提 到 的 光电 析 央 子 
机 器 , 在 寻找 很 大 的 完全 数 时 ,现代 数字 电子 计算 机 极为 有 效 ， 
它们 能 在 数秒 钟 内 完成 数 以 年 计 的 手 算 工作 量 . 

HARRE. V+ ARRAS AME RARER 
的 素性 . D。 HH。 溃 默 对 此 作 了 改进 ,使 之 十 分 有 效 , 实 用 ;以致 
他 同 别 的 研究 者 可 用 来 核查 以 前 未 能 分 辨 清楚 的 许多 梅 桑 数 的 
RH. 经 过 全 黑 改 进 后 的 卢 卡 测试 法 需要 利用 数列 ， 


4; 14; 1943 37634, 3 u,—ul 一 2， 


其 中 每 一 项 是 前 一 项 的 平方 减 2, 当 且 仅 当 此 数列 的 第 (n 一 1) 
项 能 被 N—2'—1 SRN 才 是 素数 ;和 理 则 , 它 就 是 台数. 例如 
37634 是 数列 的 第 四 项 ,车 ”一 1==31 能 整除 它 , 则 31 HER 
数 . 而 情况 确 是 如 此 , 不 幸 的 是 ,数列 的 项 递增 得 极 快 ;因此 对 很 
大 的 n 值 来 说 ,测试 变 得 不 切实 用 ,除非 这 种 “不 能 动摇 的 东西 ” 
过 到 了 “无 法 抵挡 的 力量 ”一 一 现代 数字 式 计 算 机 . 美国 国家 标 
准 局 西方 计算 中 心 的 SWAC 计 算 机 在 1953 年 被 指定 要 承担 这 
WOE. 要 把 卢 卡 法 则 调节 到 计算 机 的 性 能 范围 需要 利用 184 
条 分 散 指令 . 对 应 于 7 一 521;607;1279;2203;2281 的 五 个 完全 
数 是 通过 SWAC 计算 机 发 现 的 .D。 开 。 雷 默 博士 ,这 位 兽 在 梅 
双 数 上 花费 许多 时 光 的 学 者 , 杂 眼 看 到 电子 计算 机 在 短 短 48 秘 
钟 内 做 完了 他 20 年 前 用 一 台 计 算 机 枇 去 700 多 小 时 才 完 成 的 
艰辛 劳动 ,最 后 证 明 277 —1 的 确 是 一 个 合 数 . 梅 杀 曾经 说 过 ,要 
判定 一 个 15 或 20 位 数字 是 否 素数 , 干 生 万 世 都 是 远 远 不 够 的 . 
但 是 在 塞 窗 数 小 时 内 ,SWAC 就 检查 了 42 个 数 ,其 中 最 小 的 一 
个 有 80 位 . 它 一 共 只 用 了 13 立 分 钟 即 已 判明 27 —1 是 个 素 
数 . 若 不 是 计算 机 而 由 人 来 干 这 件 事情 , 那 就 要 花费 125 年 时 
间 . 想 作 出 什么 预测 , 那 简直 是 喜事 . 尽管 如 此 ,人 的 辛勤 劳动 依 


REEI H S… 乌 勒 <Uhler) 仅 仅 使 用 了 一 架台 式 计算 机 ， 
一 23 一 
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就 发 现 了 6 个 梅 桑 数 都 是 合 数 , 即 一 157;167;193;199;227 与 


229. 

雷 默 博士 说 ,在 p 为 素数 时 要 测试 一 个 梅 桑 数 M, 是 否 为 
素数 ,计算 机 大 致 要 用 去 | 5) B- 一 般 地 说 ,SWAC 的 一 分 名 
相当 于 一 个 人 用 台式 计算 栅 整 整 工 作 一 年 . 

TE 8 中 ,给 出 了 在 梅 又 上 限 257 VL ALB 12 个 完全 数 , 此 
外 还 得 加 上 紧 随 于 其 后 的 ,2 在 257 与 11213 之 闻 的 11 个 完全 数 ， 

在 限度 257 以 内 d SE M —27— 1 的 因子 状况 ,作者 所 掌 
握 的 最 近 信 息 如 下 ;对 nn 一 2,3,5,7,13,17,19.31,61.89,107， 
127 这 十 二 个 值 而 言 ,相应 的 梅 又 数 是 素数 ;对 n= 二 11,23,29， 
37,41,43,47,53,59,67,71;73,79,83,97,103,113. 151, 163, 
179.181 来 说 ,相应 的 梅 桑 数 是 合 数 且 已 完成 全 部 因子 分 解 ; 对 

一 173,191,223.229,233,239,251 而 言 , 相 应 的 梅 桑 数 是 合 
数 , 目 已 知 两 个 或 更 多 因子 ,对 ,一 109.131,157,167,193.197， 
211,241 来 说 ,此 类 梅 桑 数 为 合 数 ,但 只 知道 它 的 一 个 因子 :对 > 
—101,137,139,149,199,227 5j 257 而 言 , 仅 仅 知 道 相应 的 梅 
桑 数 为 人 台数 ,但 连 一 个 因子 都 未 能 求 出 , 不 过 ,在 上 一 101 时 ,这 
个 梅 桑 数 只 有 两 个 素 因 子 , 表 9 给 出 了 至 少 已 知 其 一 个 因子 的 
合 数 梅 桑 数 , 巴 知 为 台数 但 连 一 个 因子 都 未 能 求 出 的 7 T 
数 中 的 6 个 在 表 中 未 予 列 入 ,然而 8101 的 情况 已 被 收入 此 
表 ， 

表 8 显 示 了 梅 柔 素数 分 布 的 不 规则 性 .在 2 与 127 之 间 
(包括 首届 两 个 素数 ) 共 有 31 个 素数 ,其 中 梅 桑 素数 有 12 个 ， 
但 在 其 下 一 段 131 至 521 之 间 共 有 66 个 率 数 , 梅 桑 素数 却 连 一 
个 都 没有 . 2 一 1 与 2” 一 1 之 间 的 所 有 24 个 梅 桑 数 统统 都 是 
合 数 ,还 得 加 上 2 一 1 至 2?' —1 之 间 的 42 个 梅 桑 合 数 . 在 521 
到 607 HRA 12 个 素数 ,其 相应 的 梅 柔 数 M, 全 是 合 数 . 其 后 
的 607 至 1279 之 间 有 95 个 素数 ,接着 又 要 经 过 长 长 的 .120 个 
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FRAY AB. A BE SE HE He 277 — 1. 可 是 2203 至 2281 MS 
10 4- RR ANA-TMABRRHMT. 接着 ,又 是 一 个 长 长 
的 ,116 个 素数 的 间隔 才 出 现 第 18 个 完全 数 所 对 应 的 指数 n= 
3217. * 8 中 最 后 5 个 梅 柔 素数 的 间 陋 是 128;19;594;30 与 
131 个 素数 . 

某 些 读者 也 许 想 知道 偶 完全 数 公 式 蚌 脏 样 推导 出 来 的 . 第 
2 章 中 我 们 已 给 出 一 个 数 ; 


N = pipi py 
的 除数 个 数 ,而 数 六 的 各 个 除数 之 和 则 由 下 列 会 式 
pu! — 1 . pit! — l. pit! — 1 
Pi 一 1 b.—1 b.—1 
给 出 . 例如 BN = 240 ,我 们 先 把 它 表示 为 质 因 数 的 连 乘积 2 + 3 
* 5,285 N 的 各 个 除数 之 和 (通常 记 为 N 的 函数 SCN7) 等 于 
zt — 1 .3 一 1 St) 
2-1 3 一 1 5—1 
在 此 和 数 中 , 数 本 身 也 被 看 作 一 个 除数 而 包括 进去 了 -. 

现在 我 们 准备 导出 完全 数 会 式 . 设 有 一 个 偶 完 全 数 N= 
Yq, Xk H q RRMA RMRESA. 我 们 将 要 证 明 9 实际 上 
只 是 一 个 素数 而 且 具 有 特殊 形式 , 为 了 方便 起 匈 , 我 们 无 需 写 出 
BAK 2 那样 的 复杂 表达 式 , 设 ;是 9 的 一 切除 数 ( 其 中 也 包括 
4 本 身 在 内 ) 之 和 ,而 d 只 是 它 的 真 除数 之 和 ,于 是 ;二 gq 十 d. 

由 公式 2 可 知 ,2 的 一 圾 除数 之 和 为 (2 一 1)/(2 一 1)= 
2+! 一 1. 因此 NN 的 全 部 除数 之 和 等 于 C2"' 一 1) +，s, 在 完全 数 
的 场合 ,这 个 和 数 应 是 数 N 的 二 售 , 因 为 前 已 说 过 ,公式 2 中 包 
播 了 该 数 本 身 在 内 . TERRI HNK g), Bg — 

[20] (211 一 1) * s, dR CZ * 一 1)(g 十 dd)， 

化 简 后 , 即 得 出 


(公式 2) 


= 31+4+6 = 744. 


REx fmt 2 一 1 的 因子 


1i 2047 一 23 。 89 CD 

93  8388607—47 - 178481 C 

29  536870911—233 + 1103 + 2089 C 

37  137438953471-—223 * 616318177 C 

41  2199023255551— 13367 + 164511353 C 
48 8796093022207 — 431 * 9719 - 2099863 C 
47  2851* 4513 * 13264529 C 

53  6361* 69431 + 20394401 C 

59 179951 + 3203431780337 C 

67 193707721 + 761838257287 C 

71 228479 + 48544121 + 212885833 C 

73 439» 2298041 « 9361973132609 C 

79 2687 202029703 * 1113491139767 C 

83  167*57912614113275649087721 C 

97 11447 + 13842607235828485645766393 C 
l0] RAR - RHC 
109 745988807 « ? 
113 3391 + 23279 « 65993 - 1868569 + 1066818132868207 C 
131 263+? 
151 18121 * 55871 + 165799 « 2332951 

* 7289088383388253664437433 C 

157 852133201 + 7 

163 150287 + 704161 + 110211473 * ? 

167 2349023 + 7 

173 730753 + 1505447 * ? 
179 359+ 1433+? 

181 43441 * 1164193 * 7648337 * ? 


191 383+? 
193  13821503*7 
197  7?487*? 


211 «19193 + 7 

223 18287 196687 - 1466449 - 2916841 = ? 
229 1504073 + 20492753 + ? 

233 1399 + 135607 + 622577 + 1 

239 479 + 1913 * 5737 * 176383 * 134000609 + 7 
241] 220004097 

251  503-54217*1 


训 9 WRENS C21] 


21 — 1 = g/d, 
这 意味 着 & 是 g 的 一 个 真 除数 ,如 前 给 出 之 定义 , 它 也 等 于 


D 记号 心 甫 孙 此 数 已 被 完全 分 解 ; 它 的 所 有 娃 因 子 均 已 求 出 .对 nn 一 101 来 
H AWA AE ARR ERER. 一 一 原 注 , 


[22] 


a 的 真 除数 之 和 ,因而 d 只 能 是 9g 的 唯一 真 除数 ,于 是 df 的 唯一 
可 能 值 是 1. 然而 .车 一 数 的 真 除数 之 和 为 1, 则 该 数 必然 是 一 个 
素数 ， 

因此 ,9 一 2 一 1 是 个 素数 ;由 于 N SF Zu ,所 以 它 就 是 
202+1 一 1]1). a BA a 十 1 二 x, 它 就 完全 同 公式 1 MS. 证 明 完 
毕 . 

除去 第 一 个 完全 数 6( 此 时 相当 于 a==1) 之 外 , 任 一 惕 完全 
数 2n — 1) A By 哇 个 奇数 的 立方 和 . 例如 ,a 二 2 时 ,完全 数 
28—]'--3*;a—4 时 ,完全 数 496 一 1 十 3 十 5 十 7344 一 和 时, 完 
全 数 8128— 1? 2-3! 4-55 23-75 2-9? - 11? -- 13? 43-15? 等 等 . 立方 数 
与 完全 数 之 间 居 然 有 如 此 奇妙 联系 ,这 是 出 乎 人 们 意料 之 外 的 ， 

数学 家 们 并 不 满足 于 普通 完全 数 , 他 们 又 进一步 发 现 了 多 
重 完全 数 一 一 某 数 的 一 切除 数 之 和 是 该 数 的 一 个 倍数 , 通常 的 
完全 数 称 为 P;, 固 为 它们 的 各 除数 之 和 等 于 原 数 的 二 售 . P. 则 
意味 着 除数 之 和 为 原 数 的 三 倍 , 如 此 等 等 , 作为 P; 的 一 个 实例 
是 数 120, 它 的 一 切除 数 之 和 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 8 十 10 十 12 十 
15 十 20 十 24 十 30 十 40 十 60 十 120 等 于 360, 即 120 的 3 fii. FE 
的 附 表 中 给 出 了 多 重 完全 数 的 其 他 一 些 例子 ， 


重度 完全 数 
3 672 
4 30240 
4 2! 3"«7* +41? 0134 * 17* #197 43 © 103 * 127 +151 *191 +271 + 


307 +337 *467 -617 *911 * 2801 *5419 * 30941 * 398581 *797161 
9 14182439040 
6 235.3! «53 6 7% «11? * 13! * 17? *31 * 41 -61 *241 * 307 *467 *2801 
7 254385.5* 475 ll *13 *17 *19* *23 *31 *37 * 41 *43 +61 *89* 

97 ©15t *193 +911 -2351 * 4513 -442151 * 13264529 


"aio SEA 
— 28 — 


有 时 ,一 数 的 真 除数 之 积 ( 而 不 是 其 和 7 有 可 能 等 于 该 数 的 
FET RE Linde 11 所 示 ， 


aN Xtd) 二 和 N HARP RRB 

12 1:2*8*4-6-— 144= 12? 
20 1*2*4*5* 10-2 400= 20* 
45 1*«3*5-*9*15- 1225= 45° 
24 1*:2-*3*4*6*8*12— 138242 243 
40 1+2¢4+¢5+*8+10+ 20 64000:— 40? 
48 1+2+3+4+°6+B8+12° 16+ 24— 5308416— 48' 
80 1*2*4*5*8*10*16* 20 * 40— 40960000— 80* 


405 1*3-*5-9-15* 27 * 45 * 81 * 135— 26904200625 — 405* 
Kil —NHOOKMSUEBEUSETILEIX TS 


除了 完全 数 之 外 , 数 2 士 1 梧 身 也 经 常 征 人们 研究 . 对 许多 
很 大 的 = 值 , 此 类 数字 已 被 部 分 或 完全 分 解 . 美国 陆军 武器 装备 
电子 数字 积分 计算 机 ENIAC 曾 被 用 来 计算 这 些 数 的 因子 ,并 
曾 用 于 研究 满足 关系 式 T=? mod ”的 合 数 ”分 解 它 们 的 素数 
因子 . 实际 例子 有 n= 100463443, p = 7577; U n= 
199674721, p=4261. 

满足 同 余 式 Z —2=0 mod mH AR m 极其 稀少 ,其 中 的 
一 例 是 161038—=2 + 73 + 1103, 另外 三 个 数 是 215326,2568226 
与 143742226. 
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PEE: TPR xu MERI SEGA TE TRUE 
吗 ? 那 就 请 你 利 再 数论 知识 . 送 一 张 贺 卡 , 上 面 写 点 东西 ,譬如 
ik. 
2585 -— —1184 
玛丽 一 一 1210 
或 者 在 致 贺 者 的 姓 各 处 打上 一 个 问号 ^?”. 随后 ,你 可 向 对 方 解 
*&.1184 与 1210 是 一 对 * 亲 和 数 ” 为 了 令 人 信服 ,或 许 你 也 可 
以 利用 6 或 其 他 完全 数 以 作为 吉祥 物 , 象 征 你 们 互相 幸福 以 及 
两 性 的 完美 结合 . 1184 与 1210 SUA RR’ LAKE 
们 具有 一 个 特性 :这 对 数字 中 ,一 个 数 的 所 有 真 约 数 之 和 正好 等 
于 另 一 数 . 例如 : 
1 十 2 十 4 十 8 十 16 十 32 十 37 十 74 十 148 十 296 十 592 二 1210， 
1 十 2 十 5 十 10 十 11 十 22 十 55 十 110 十 121 十 242 十 605 一 1184. 


正如 和 人们 所 料 ; 我 们 的 偏爱 神秘 主义 的 祖先 对 于 上 述 爱 情 
附加 牧 有 着 各 种 不 同 解 释 . 在 ¢ 和 圣经， 创世纪 3 的 32 节 14 款 中 ， 
BRS ROFL 200 REBEL ey 20 只 公 山 羊 ,被 ¢ 圣 经》 的 一 位 注释 
者 说 成 是 一 种 有 意 的 秘密 安排 ,因为 220 是 亲 和 数 对 220,284 


i» 即 每 年 的 阳历 月 14 日 ,通称 “情人 人 节 *. 在 本 世纪 的 由 个 “间作 月 "的 年 头 
(ii 1976,1955 竺 年 份 ) ,这 一 天 正好 与 元 宵 节 {阴历 正月 二 玉昌) 重合 . 一 一 译 者 广 ， 


"PS —T HE Ae Ak ERR A. SEX BEBO SE 
一 句 名 计生 密友 就 是 另 一 个 自我 ,如 同 220 与 284 一 样 , ” 

11 世纪 的 一 位 阿拉 仆人 埃 尔 *， 马 看 施 利 蒂 (El 
Madschriti? 曾 测试 过 这 些 数字 的 情欲 效应 ,他 让 别人 吃 较 小 的 
数 220, 自 己 吃 较 大 的 . 此 种 行径 对 看 入 情 网 的 现代 人 或 许 是 一 
种 很 有 价 秆 的 提示 ,他 可 以 请 情人 人 享用 嵌 着 一 个 亲 和 数 的 糕饼 
或 糖果 ,与 此 同时 ,他 自己 则 津津 有 味 地 吃 荐 另 一 只 . 如 想 取 得 
更 好 的 效果 , 那 就 尽 可 以 先 吃 后 解释 ， 

尽管 时 在 & 圣 经 ?时 代 , 人 们 就 已 表现 出 对 亲 和 数 的 很 大 兴 
趣 , 然 而 这 些 数字 的 生成 规律 则 仍 有 待 于 澄清 . 1750 年 ,数学 大 
师 欧 拉 正 确 地 列 出 了 60 对 亲 和 数 ,可 是 他 遗漏 了 第 二 个 最 小 的 
一 对 1184 与 1210, 后 者 迟 至 1866 年 才 被 一 位 年 仅 16 岁 的 少 
FERB. N. 1，Paganini) 发 现 ,所 有 生活 在 那个 成 果 涌 
现 的 世纪 中 的 专家 都 未 能 发 现 这 对 亲 和 数 . 

与 生成 完全 数 只 有 单一 公式 不 同 , 有 好 多 种 方法 可 以 产生 
亲 和 和 数 , 下 面 讲 一 种 来 自 阿 拉 伯 数学 家 塔 别 特 ， 本 ， 考 拉 
(Thabit ben Korrah ) 的 办 法 ，; 

取 2 的 尾 意 次 种 2 此 处 zx>>1, 并 形成 下 列 各 数 ， 


a=3 -+ gl; 
b=3* 2 !'—1, 
c=9 297 —1. 


ME ARE d LU 2725 与 re MEHRERE 当 r= 
时 ,由 此 即 可 给 出 数 220 5; 284. 下 面 的 附 表 12 将 给 出 另外 几 
对 . 


2820 5020 6232 10744 17296 
2924 5564 6368 10856 18416 
9363584 111448537712 
9437056 118853793424 


A 12 一 些 亲 和 和 数 对 
— 35 一 
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大 们 必然 要 问 这 样 一 个 问题 :把 某 数 的 一 切 真 约 数 相 加 ,得 
出 一 个 结果 ,如 果 再 把 作为 其 结果 的 数 的 真 约 数 相 加 ,如 此 反复 
进行 ,将 会 出 现 什 么 情 襄 ? 警 如 说 ,20 的 真 约 数 之 和 是 1 十 2 十 4 
+5+10= 22.1 22 的 真 约 数 之 各 为 1 十 2 十 11==14;14 的 真 约 
数 之 和 是 1 十 2 十 ?=10, 而 10 的 真 约 数 之 各 1 十 2 十 5 一 8,8 的 
真 约 数 之 种 等 于 7 ,最 后 我 们 发 现 ? 的 真 约 数 只 有 1. ASRS 
况 正 是 如 此 下 场 .但 也 有 真 约 数 之 和 越 变 越 大 ,无 限 递增 的 情 
m. 

di mu, ed dx hz Er. RHR eS RS PI E 
曾经 出 现 过 的 情况 ,这 时 ,我 们 将 称 之 为 “高 阶 亲 和 和 数 ”, 或 者 也 
可 用 一 个 新 名 词 “ 社 交 数 ”显然 ,如 果 通 过 一 次 相 加 即 可 返回 原 
数 , 这 是 完全 数 的 情况 ;通过 两 次 相 加 ,我 们 得 到 的 是 一 般 亲 各 
数 , 这 是 因为 数 n 的 真 约 数 之 和 等 于 m, 而 后 者 的 真 约 数 之 和 等 
Toa 数学 家 们 用 记号 s(n) 表示 数 的 真 约 数 之 和 . TRE, 
他 们 不 写 s [5G 1, Rl RES, s^ GO 这 当然 决 不 意味 着 s 的 平 
方 去 乘 上 nm 而 是 两 次 真 约 数 相 加 . 由 此 可 知 , 在 完全 数 的 场合 
H s(n} 二 n,; 而 在 一 般 亲 和 数 的 场合 有 s(n) 二 n. 继续 进行 下 去 
的 话 ,s+(n) = 二 n 称 为 阶 亲 和 和 数 , 它 将 包含 一 个 上 数 循环 ,而 首 
尾 均 是 数 ,而 上 个 相应 的 和 数 则 全 都 是 上 阶 亲 和 和 数 . 

数 12496 BU — Ir SEPA EHI 500 = 1428855 GO = 15472; 
$n) = 14536 3st Gi) = 1426415 04) 二 12496 一 #, 原 数 又 回来 了 . 
真正 令 人 惊讶 的 数 是 14316, 它 竟然 是 具有 28 节 的 长 链 , 即 是 
i 504316) = 14316. 也 许 读者 在 查阅 附 表 14 与 图 1 OBI 
意 自 己 去 验证 一 香 . 

正如 著名 的 三 个 火枪 手 了 ,也 存在 着 所 谓 “ 亲 和 三 数组 ”, 此 
数组 中 的 任何 一 数 ,其 真 约 数 之 和 等 于 其 他 两 数 之 和 , 附 表 13 
Bay at EB. 


Q 法国 名 作家 大 促 马 同名 小 说 中 的 主要 角色 . — PRE. 


$48 REER 


Bi 奇妙 的 28 eR DRE [28] 


2^-3*5-*19-31* 89+ 151 2243-135 293 + 337 
20«5*]11*19* 29 «831 * 151 25-3*5*183* 16561 


ge5519* 31+ 151 + 359 2° + 3413+ 99371 
Ris 亲 和 三 数组 
各 节 所 代表 之 数 
序号 整数 形式 质 因数 过 乘积 形式 真 约 数 的 个 数 
1 14316 2 + 3+ 1193 11 
2 E9116 2? = 31+ 59 29 
3 31704 2? + 3+ 1321 15 
4 47616 2.3.3] 39 
5 83328 2!'«3*7-*31 63 
6 177792 2'*3* 463 31 
7 295488 2-3 +19 83 
8 629072 2* + 39317 $9 
9 589786 2 + 294893 3 
10 294896 ats 2633 19 
il 358336 25 *]11* 509 2T 
12 418904 2* «52363 7 
. 18 366556 2? - 91639 5 


Kid 有 让 节 的 亲 和 数 链 
(每 一 节 所 表示 之 数 , 其 真 的 数 之 和 等 于 下 一 节 所 代表 的 数 ) 
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各 节 所 代表 之 数 
序号 整数 形式 质 因 数 连 乘积 形式 真 约 数 的 个 数 
14 274924 29*.135417*311 23 
15 275444 2? + 13 + 5297 11 
16 243760 Be 5e lls 277 39 
17 376736 2+ 61+ 193 23 
18 381028 2? « 95257 5 
19 285778 2 * 43+ 3323 
20 152990 2*5*125299 7 
21 122410 2*«5-*]12241 7 
22 97946 2 « 48973 3 
23 48976 2* + 306] 9 
24 45946 2+ 22973 3 
25 22976 2° - 359 i3 
26 22744 2? * 2843 7 
27 19916 25 + 13+ 383 1i 
28 17716 23 6 43 * 103 1! 
29 14316 2? «341193 H 


Rid 有 28 节 的 亲 和 数 链 ( 续 ) 
[29] 《每 一 节 所 表示 之 数 , 其 真 约 数 之 和 等 于 下 一 节 所 代表 的 数 ) 
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下 面 的 戏法 很 有 效 , 可 多 次 重复 . 请 人 家 挑 一 个 小 于 1000 
的 正 整 数 , 相 继 用 7,11,13 去 除 它 ,并 告诉 你 三 个 余数 是 什么 . 
这 时 你 就 能 指出 他 原先 选 定 的 数 . 做 到 这 一 点 其 实 不 难 , 你 只 需 
把 三 个 余数 分 别 习 以 * 麻 数 "715,364,924, 把 所 得 的 积 相 加 ,再 
从 结果 中 尽量 减 去 1001 的 整数 倍 , 以 留 下 一 个 正 整 数 的 剩余 ， 
而 此 剩余 即 为 他 选 定 的 数 . 例如 , 若 余 数 是 5,6,3, 便 得 


715*5—3575 
364 + 6—2184 
924 + 3— 2772 

8531 

1001 的 倍数 ,首尾 具有 同样 数码 ,例如 2002,16016, 35035 
等 等 . 对 本 例 而 言 ,要 减 去 8008, 即 含 于 8531 中 的 ,1001 的 最 大 
整 倍数 . 剩余 数 是 523, 即 原先 选 定之 数 . 

在 作出 解释 之 前 ,有 必要 学 点 同 余 知 识 , 它 是 号 称 “ 数 学 王 
子 ” 的 卡尔 。 弗 里 德 列 希 . 高 斯 (Karl Friedrich Gauss) BS Bs 
发 明 , 在 数论 里 头 ,我 们 时 常 要 测试 一 数 “ BE 09 5 — Xm E 
除 . 此 时 , 商 数 显 得 并 不 重要 ,我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 余数 以 及 使 
之 为 0 的 条 件 . 高 斯 为 之 发 明了 一 种 非常 紧 凌 而 高 度 有 效 的 记 
S. 不 考虑 无 关 因 素 ,我 们 得 出 了 有 关 整 数 与 可 除 性 的 全 新 且 燃 
烟 发 光 的 概念 . 就 通常 的 算术 而 言 ,如 果 我 们 用 13 去 除 31, 则 
一 般 记 作 


atta 


3h _ 5 
13 2 a 


(31) 7A REY 31=5 mod 13 作对 比 , 后 一 式 读 作 “31 与 5 同 余 , 模 
13”, 其 意思 是 ,31 被 除数 ( 即 模 )13 去 除 时 ,余数 为 5. 
作 了 这 样 的 安排 之 后 , 同 余 式 就 很 像 方程 ,我 们 可 对 之 作 许 
多 运算 . 例如 ,可 在 其 两 边 同 时 加 3, 得 到 


34 — 8 mod 13. 
也 可 在 两 边 同 时 减 5, 得 

26 = 0 mod 13. 
可 在 其 两 边 同 时 续 上 2, 即 

62 = 10 mod 13. 


MF 4 ER 

124 = 20 mod 13. 
但 由 于 

207 7 mod 13, 
所 以 可 记 为 


124 == 7 mod 13. 
另外 , 原 同 余 式 西边 各 自 平方 ,得 
31? = 5? = 12 mod 13, 
BUT 12 在 除 以 13 时 缺少 一 个 单位 , 故 亦 可 记 作 
31s 5 S= l2 —— l, 


那 便 是 负 的 余数 . 
同 余 式 的 运算 法 则 并 不 是 同方 程 完 例 一样 ,在 同 余 式 的 两 


= —H e o o0 
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边 同 除 以 一 数 时 尤 需 注意 - 例如 ,尽管 有 16 三 1 mod 5, 但 通常 
并 不 能 写作 s=} mod 5. (但 最 近 同 余 式 概念 已 可 推广 到 分 数 


范围 . ?另外 ,即便 有 402510. mod 15 ,我 们 也 不 能 得 出 关系 式 4 
=] mod 15. 仅 当 除数 与 模 互 质 时 ,我 们 才能 用 它 去 除 同 余 式 
的 两 边 , 否则 , 模 也 应 被 这 个 公 因 子 去 除 , 所 以 41 mod 3. 
冰 种 方法 在 处 理 乘 才 时 开始 显示 出 威力 (不 仅 是 双关 语 下 ). 
证 明 97'*—1 恰 能 为 105 整除 , 即 


97 1 mod 105 = 3* 5*7, 
我 们 可 如 下 进行 : 


97 =1 mod 3, M mg 97" = 1' — 1 mod 3. 

AA 97 = 2 mod 5, 

97 = 2° = 4 = —] mod 5. 
负 剩 余 也 是 允许 的 ， 

97 = (— D =1 mod 5, 
TRA 

(97*)'* = 97 = 1° = 1 mod 5. 
最 后 ， 
97 = —1 mod 7, 
g7i = (— 1)! zz mod 7. 


把 以 上 三 式 结合 起 来 ,由 于 没有 公 因 子 , 其 中 之 一 的 可 除 性 
当然 不 影响 另外 两 者 的 可 除 性 ,于 是 得 出 : 


Q BE power —i BUR BD HRE, ERS P X ETE ARE. — E 
者 注 . 


[32] 
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97 = |] mod 3*5+7= 105, 

Bj Ji; m] DL. ASR TC ),. 

现在 要 证 明 

2" = ] mod 13. 

曾经 一 魔 有 过 错误 的 猜想 , 即 27 十 1 形式 的 数 必 是 素数 . 实际 
上 ,x 取 5 是 一 个 最 小 的 反例 ,由 此 即 得 出 合 数 , 它 能 为 641 整 
Be. 很 容易 用 同 余 式 加 以 证 明 . 

RI 3e C) Re uE Hh 


2*9 + 1 2 0 mod 641, 
或 22 王 一 1 mod 641. 


开始 时 可 选择 一 个 2 的 乘 器 ,使 之 尽量 楼 近 于 模 , 加 果 不 是 靠 得 
很 近 的 话 , 那 就 接近 于 模 的 控 数 .就 本 例 而 言 ,3x641 一 1923 很 
接近 于 2", E 2048, MEM 125 MEH LAH — FXXT. 
出 乎 意外 的 方便 , 处 而 有 


2! = 125 = 5° mod 641. 
于 是 
2 = 5f = 5h + Se Ot 5E 
AHRR V i, TARA RY Ay 
用 2 去 除 ,于 是 得 出 : 
27 = 2+ 5, 
再 将 此 结果 与 ”2" 三 5° REA 
= 25.5952-—25 .5:5'z2:— 40(— 16) = 640 —— 1. 
或 许 更 简捷 而 直接 的 方法 是 利用 以 下 事实 : 任 一 正 整 数 是 2 的 


各 次 等 之 和 ( 见 第 9 章 ). 由 于 32 本 身 是 2 的 乘 才 ,所 以 我 们 可 


Ws& LEHRE 


接 如 下 方式 进行 {为 了 计算 方便 ,可 查阅 平方 数 表 ,例如 著名 的 
"BE". 


252256 GRE 64D 
'22256' 226553622154 
2?2]54'2:237162:640— —1 
* * * 
OR TE SE HE EC 715.364.924. UE x JE tog FR An Na bie 
为 它 除 以 7 了 ,11 与 13 的 余数 ,于 是 有 
x=a mod 7, 7152=715a mod 7. 
x=b mod ll].  3647=364b mod 11, 
Te mod 13, 9247=924e mod 13. 


移 项 ,得 
715CGr-—a)250 mod 7; | a» 
364¢€2—6)=0 mod 11, (2) 
924€r—c)250 mod 13. (3) 


担 是 (1) 式 可 被 11 与 13 整除 ,从 而 也 能 被 11,13 4 7. B] 
1001 整除 ;(2) 式 可 被 ? 与 13 整除 , 亦 即 能 被 ?7,13 与 11, 也 就 
是 1001 整 除 ;(3) 式 可 被 7 与 11 整 除 ,从 而 能 被 ?7,11,13, 即 
1001 整除 . 相 加 之 后 ,对 新 模 1001 MA. A: 


20034 — (715a 2- 3646+ 924c)=0 mod 1001, 


5 
xr22715a-4-3645-4-924c mod 1001. 


我 们 从 而 获得 由 三 个 魔 数 与 三 个 余数 2a,5,c 表达 的 x dB HT 


它 不 能 超过 1000, 于 是 我 们 从 同 余 式 的 右边 减 去 1001 的 整数 


[34] 
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们 ,以 获得 限度 以 下 的 解答 . 

作 此 戏法 也 可 通过 一 种 略 有 差异 的 方法 . 为 此 ,需要 记 住 
5:4.—1 ARH 143= 11+ 13;91 一 ?7，13477 一 7。11. 对 于 给 定 
的 余数 adb .需求 出 下 面 各 式 的 最 小 剩余 :5e mod 7346 mod 

11 以 及 一 e mod 13. 然后 将 这 些 剩余 分 别 乘 以 143,91 与 77， 
把 乘积 相 加 , 理 减 去 1001 的 整数 倍 . 例如 ,车 余数 为 5,6,3, 我 
们 在 

5b*5z24 mod 7, 
4 * 62:2 mod 11, 
(—1) + 32—3 mod 13. 


用 143.91.77 SAR EXTEZ RU BIR 4,2, 一 3, 并 了 予 相 加 ,得 
出 572--182—231—523. 一 些 人 宁愿 使 用 这 种 办 法 ,因为 涉及 
的 数字 较 小 , 记 住 两 套数 目 5,4, 一 ] 与 143,91,77 也 比 记 住 较 
大 的 数 715,364,924 来 得 容易 些 , 现在 ,读者 们 兴 许 要 测试 一 下 
自己 掌握 同 登 方 法 的 能 力 ,实际 礁 导 出 这 些 魔 数 而 不 是 视 为 当 
s.p 了 

如 果 一 个 同 余 式 对 好 几 个 模 都 成 立 , 则 它 对 这 些 模 的 最 小 
会 倍数 也 成 立 . 即 若 


r*za mod 2. 

x==a mod 6. 

x=a mod 8, 
则 

x=a mod 24. 


利用 这 一 性 质 ,类 似 下 面 的 问题 将 很 容易 解决 :有 一 支部 队 
的 人 数 不 能 被 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 除 尽 ,在 每 种 情况 下 


© 带 有 + 记 导 的 问题 在 第 站 IRAM. 一 一 原 注 . 
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都 有 -一 人 剩 干 来 .但 是 , 却 可 以 等 分 为 13 队 . 试 间 , 这 支部 队 至 
FAJLA? 
LERIA 3 X AS: 
r=1 mod 253.4.5,6,7,8,9.10,11.12 
以 及 
z==0 mod 13. 
HF 2.3.4.5,6,7,8,9.10.11,12 的 最 小 公 倍 数 是 27720, 从 而 
r=] mod 27720, 


因此 ,zx 需 满足 的 第 一 个 条 件 是 x 可 等 于 1 或 1 如 上 27720 的 
整数 税 , 亦 即 


x=27720m+1. 


[B 27720224 mod 13. 于 是 277200 -+1=4m+1 mod 13.35 3€ 
IZ mm 3. ME (8 Jp BAY 4m 十 1 三 0 mod 13. Ail, ee RE 
Aa) BOW 27720 © 3371-2 83161. (B m n] AK 8n 13n-+3 的 任意 
正 整 数 , 从 而 > 可 具有 形式 27720038 +3) +1 = 360360n + 
83161. Æ "=0 时 ,我 们 即 可 得 到 上 文 所 说 的 83161; 34 n—1 
时 ,我们 得 到 第 二 个 解答 z= 443521; 其 他 依 此 类 推 . 容易 验证 ， 
用 29z 12 去 除 这 类 数 时 余数 都 是 1 ,而 13 恰 能 整除 . 

一 个 类 似 的 问题 如 下 : 有 一 堆 砖 头 , 等 分 成 2 ME EDI 
下 1 块 ;分 成 3 堆 时 笠 下 2 抉 ; 分 成 4 堆 时 剩 下 3 块 ;…… 如 
此 类 推 ,但 却 能 正好 分 成 13 ME. 试问 ;这 堆 砖 头 至 少 要 有 多 
少 块 ? 

如 果 我 们 一 开始 就 写成 ， 


x=] mod 2, 


D 原文 误 作 1 至 i2.bkE ak. — PEE. 
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r2 mod 3. 

xr==3 mod 4, 等 等 ， 
刚 它 关上 去 比 上 面 的 问题 难 解 得 多 . 但 我 们 何必 如 此 不 开窍 ?可 
以 改写 为 : 


r=—1 mod 2. 

x=—1 mod 3. 

r=] mod 4.45, 
Dit 

x=~1 mod 27720. 
于 是 

w= 27720m— l. 

故 有 


27720m —1z54m — 1=0 mod 13. 


但 在 此 情况 下 ,通过 试探 可 知 mx 三 10, 这 时 39 TERE RE 13 整除 ， 
THE m 1384-10. ifi 


x = 27720013" + 100 — 1 = 360360n + 277199. 


当 n=0 时 砖 数 最 少 ,于 是 +=277199, 下 一 个 可 能 值 是 z=1, 此 
时 砖 数 为 637559 块 ， 

许多 读者 也 许 听 到 过 芒 岛 上 五 名 光棍 与 一 只 猴子 的 著名 间 
Bi. 一 天 傍 晓 ,流浪 汉 们 收集 了 一 堆 椰 子 , 打 算 在 下 一 天 瓜分 , mR 
间 , 一 个 人 悄悄 起 来 ,把 毛子 分 作 相 等 的 五 份 , 把 剩 下 的 一 只 柱 
子 丢 给 了 猴子 . 由 于 对 同伴 们 缺乏 信任 ,他 把 自己 的 一 份 茂 在 山 
洞 里 ,重新 睡 了 下 去 .余下 的 四 人 也 都 心 存 猜疑 , 像 上 面 所 说 的 
那 位 一 样 进行 了 类 似 的 操作 ,每 次 都 私 藏 起 当时 全 堆 的 五 分 之 
一 ,并 把 多 余 的 一 只 克 子 丢 给 猴子 吃 了 .下 一 天 ,他 们 把 剩 下 的 
椰子 正好 分 成 五 份 , 但 此 时 却 不 再 有 剩 下 的 一 只 椰子 了 . 试问 : 
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原先 的 椰子 ,至 少 要 有 多 少 只 ? 

本 问题 可 用 标准 的 代数 方法 去 求解 ,这 是 就 此 特例 而 言 . 然 
而 ;在 一 般 情况 ,车 有 “nn” 人 “x" 只 猴子 , 则 求解 起 来 就 并 不 如 此 
简单 , 然而 , 带 助 于 同 余 式 仍 能 求解 . 本 书 第 25 章 中 将 给 出 其 解 
cH. 

任 一 对 互 质数 都 具有 显著 特点 :总 能 找到 它们 的 一 些 整数 
倍 ,使 其 差 数 等 于 1. 换言之 ,对 正 整数 N 来 说 , 必 存 在 着 N 的 
某 个 整数 倍 , 使 它 用 另 一 个 与 ww 互 质 的 数 去 除 时 其 剩余 为 1 ,而 
此 时 N 所 乘 的 倍数 恒 小 于 乘积 的 因子 , 例如 ,对 15 与 28 而 言 ， 
必定 存在 着 两 个 正 整 数 x 与 y, 使 得 15x 一 28y 一 1. 如 果 采 用 同 
余 式 记 法 , 则 有 
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或 
28y=—1 mod 15. 


存在 着 直接 方法 以 求解 这 类 同 余 式 ,或 者 解 不 定 方程 wz 十 
by — c. XX HL abc 是 给 定 的 数 . 一般 来 说 ,往往 存在 着 一 组 以 上 
的 解答 .下面 是 一 些 待 解 的 方程 : 

1，71x 十 37y 一 3000. 十 

2. 599z 十 1073 一 100000， 

3. 求 出 最 小 正 整 数 b, (87; fi 1001x 4-770 y — 1000000 —- 6 
有 解 , 并 证 明 它 有 100 个 解 . 

此 类 方程 的 解法 ,请 参看 本 书 第 22 €. 

高 阶 同 余 式 是 数论 领域 中 言 有 魅力 的 分 支 ,特别 是 二 次 同 
余 式 能 导出 一 些 极其 优美 的 定理 . 我 们 将 在 讲 二 次 剩余 的 一 章 
里 花费 较 多 时 间 ， 
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算术 中 有 一 些 定理 被 认为 是 “重要 的 ”, 而 其 他 一 
些 定理 尽管 同样 难以 证 明 , 却 被 说 成 微不足道 .要 说 明 
何以 如 此 :即便 不 是 不 可 能 ,也 是 很 困难 的 . 一 个 标准 
《虽然 不 一 定 是 结论 性 的 ) 是 这 个 定理 应 该 能 运 周 到 数 
学 的 其 他 领域 中 去 ; 另 一 个 标准 是 , 它 应 该 启发 算术 或 
广义 的 数学 中 的 研究 ;第 三 个 是 , 它 在 某 些 方面 应 该 是 
带 有 普遍 性 的 . 刚才 叙述 的 费 马 定理 满足 所 有 这 些 多 
少 有 些 武 断 的 要 求 …… 它 在 下 述 意 义 上 带 有 普遍 性 ， 
它 描述 了 所 有 素数 的 一 个 性 质 一 一 要 找 出 如 此 一 般 化 
的 论述 是 极其 困难 的 ,已 经 知道 的 东西 实在 是 少 而 又 
P, 
一 一 E，T。， 贝 尔 《 数 学 精英 》 


在 日 常事 务 中 我 们 经 常 运 用 一 种 称 为 归纳 推理 的 退 辑 
过 程 . 从 观察 到 的 一 系列 事实 进行 推广 ,试图 得 出 某 种 规律 . 
许多 个 春天 花 打 盛开 ;于 是 可 以 放心 地 推论 :只 要 春天 来 临 ， 
FURS IT. 然而 ,在 数学 里 头 ,归纳 推理 好 得 不 够 , 你 会 发 
现 , 在 某 些 条 件 下 有 的 事实 一 次 成 立 , 二 次 成 立 , 甚 至 一 百 次 也 
成 立 . 如 果 你 不 经 心地 说 ,“ 它 永远 是 对 的 ”, 那 么 有 可 能 在 下 一 
次 ,你 的 断言 就 不 对 了 . 数学 所 种 要 的 远 远 不 止 是 仅 依 靠 观察 得 
来 的 归纳 推理 . 而 所 谓 数 学 归纳 法 却 是 能 满足 这 种 需求 的 方 
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ik. 

数论 中 充斥 着 易于 观察 到 的 事实 , 诱 使 人 们 用 普通 归纳 推 
理 去 进行 推广 , 对 此 ,人 们 必须 慎之 叉 慎 ,以免 误 入 陷阱 . 设想 你 
把 2 自 乘 7 次 ,再 碱 去 2, 即 2 一 2 一 126, 它 恰 能 被 指数 7 整除 . 
另外 ,入 一 2 能 被 5 RR 2" —2 能 被 11 整除 . 接着 ,你 又 去 试验 
2+: 一 2, 它 不 能 被 4 整除 ;还 有 ,2% 一 2 不 能 被 6 整除 ;2 一 2 不 能 
被 8 BBR. 

或 许 你 会 停 贝 一 下 ,进行 总 结 :指数 为 奇数 时 ,表达 式 似 
能 整除 :指数 为 偶数 时 , 则 不 能 整除 , 为 了 确证 ,手边 又 有 点 空 
余 时 间 , 你 便 测试 一 下 2 一 2 一 510 并 惊讶 地 发 现 它 是 不 能 被 
9 除 尽 的 ,还 有 2 — 2 = 32766 也 不 能 被 15 除 尽 . BREE 
正 你 匆忙 作出 的 结论 , 此 时 ,一 个 想法 开始 露头 ;对 2.3,5,7,11 
规则 成 立 而 对 4,6,8,9,10,12,1it,.15 却 不 成 立 , 证 据 似 乎 变 得 
明显 . 

当 指 数 为 素数 时 出 现 了 整除 性 : 当 指 数 为 合 教 时 则 不 然 . 你 
关于 奇数 和 偶数 的 初步 设想 显然 是 站 不 住 脚 了 , 如 果 你 感到 非 
常 惊讶 ; 那 就 不 妨 从 16 一 直 试 到 25, 在 这 段 范 围 内 含有 合 数 
21.25 以 及 17,19,23 等 素数 . BR 27 —2,2^ —2,2^ — 2 能 相继 
t 17.19 与 23 整除 ,然而 所 有 的 偶 指 数组 台 以 及 27 —2,25—2 
均 不 能 被 其 指数 除 尽 ， 

不 过 ,你 的 结论 仍旧 需要 作出 校正 , 早 在 公元 前 500 年 ,中 
国人 就 已 经 认为 : 当 户 是 素数 时 ,2 一 2 必 能 为 p MR. T p 
为 合 数 时 2° — 2 一 定 不 能 被 p 整除 . 实际 情况 又 怎样 呢 ? p 为 
素数 时 ,2* 一 2 恒 能 为 p 整除 固然 不 错 , 可 是 p 为 合 数 时 2* 一 2 
不 能 为 疡 整除 却 是 不 对 的 , 最 小 的 会 整 指 数 却 能 使 整除 成 立 的 
Æ 341—31 + 11.18 27! —2 AT HER 341 整除 , 这 一 事实 晓 到 
1819 年 才 被 发 现 , 如 用 通常 办 法 ,你 将 用 掉 好 几 个 小 时 才能 证 
明 这 一 点 , (EL tp JE HH I] es ERE A RD p 8I. 

号 称 “ 业 余数 学 王子 "的 皮 埃 尔 ， 德 ， 费 马 重 新 发 现 了 这 一 
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早 在 孔 夫 子 时 代 即 已 为 人 忘却 的 规律 并 将 原 结果 推广 : 若 记 为 


素数 , 则 zx? 一 x 必 能 被 b 整除 . 他 是 作出 了 证 明 的 ,此 事 虽 然 简 
单 但 很 难 捉摸 , 费 马 办 成 了 以 前 中 国人 做 不 到 的 事 . 就 一 般 结果 
言 ,z 当然 可 以 是 任何 正 整 数 ,而 不 一 定 仅 限 于 2. 如 果 我 们 

JE x 一 x 提取 因子 , 即 zCx*-! 一 1), 则 根据 定理 ,此 式 应 能 被 
整除 , 现 设 x 不 是 p 的 倍数 , 即 p PEER r WE p 能 整除 整 
个 表达 式 的 话 ,p 必然 能 整除 —. 于 是 ,我 们 由 此 获得 费 马 
小 定理 的 常见 形式 ， 

“E x 是 一 个 不 能 为 素数 p ERER, N 2^7 —1 必 能 被 
p ER. "车 用 同 余 式 写法 ( 见 第 5 章 ), 便 是 x? 7 —1 mod p. 

这 种 杆 实 无 华 的 代数 关系 似乎 不 会 给 人 们 留 下 什么 深刻 印 
SR. 然而 它 导 致 了 众多 的 思维 与 奥妙 的 数学 逻辑 通道 ,因而 被 看 
成 是 数论 大 厦 的 一 块 基石 . 对 如 此 美妙 的 定理 而 居然 毫 不 动心 
者 肯定 是 只 番 一 口气 的 行 尸 走 肉 取 1! 类 似 


D134217826 —1 


这 样 的 一 个 大 数 , 它 有 着 四 千 万 位 数字 ,需要 40 着 500 页 的 大 
书 ( 每 页 2000 字 ) 才 能 容纳 得 下 , 然而 根据 费 马 定理 ,我 们 立即 
可 以 肯定 它 能 被 数 134217827 整除 无 余 . (当然 我 们 应 被 告知 
134217827 铸 是 一 个 素数 . ) 

本 定理 有 多 种 证 法 ; 同 余 证 法 既 简 短 又 精致 . 在 证 明 时 ,证 
我 们 任意 选取 索 数 13, 当 然 如 果 我 们 选用 其 他 任意 素数 户 , 证 法 
也 几乎 同样 简单 . 现在 考虑 从 1 到 12 的 一 系列 整数 1,2,3,…， 
12, 每 一 个 都 比 13 小 . 若 我 们 对 这 些 数 的 每 一 个 都 缚 上 一 个 与 
13 互 质 的 整数 ,譬如 3, 我们 即 可 得 出 3,6,9,12,15,18,*… ,36. 
对 模 13 Wi e RAF 3.:6.9,12,2.5,8,11,1,4, 7,10. 其 
中 并 无 重复 ,实际 上 它们 就 是 原来 的 1,2,3,4, 12, RRB 
顺序 不 同 而 已 

现在 让 我 们 把 原先 一 系列 数 统统 相 肝 起 来 ,其 乘积 便 是 1 2 
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3 …。]12, 也 可 方便 地 记 作 121, 并 读 作 *12 B) THE" GX RT M, 
代数 学 中 回忆 起 来 ). 如 果 类 似 地 把 3,6,9,…,36 相 乘 ,可 以 先 
REZAT 3, 并 把 乘积 记 作 37 + 121 对 模 13 而 言 ,这 两 个 乘 
各 互相 回 祭 ,因为 3.6,9.… ,36 的 系列 同 余 于 1,2,3.…，,12 的 
系列 .尽管 不 是 前 后 部 一 一 对 应. 因而 37 + 121 2121 mod 13, 
除 以 121! 之 后 . 便 得 出 32 三 1 mod 13. 如 果 我 们 用 p fet 13. FH 
工人 代替 3, 则 我 们 即 能 得 到 2° '=1 mod 户 ,也 就 是 费 马 小 定理 . 
(为 了 简单 起 见 , 此 处 已 经 省 略 了 若干 使 证 明 * 严 格 ” 的 细节 . ) 

如 果 费 马 定理 只 是 对 素数 成 立 , 人 人 们 就 能 得 到 判定 素数 的 
一 个 实用 准则 , Bar EX p 能 整除 x? ' 一 1, 则 除数 必 为 素数 ; 
否则 它 就 是 合 数 . 不幸 的 是 ,我 们 并 没有 此 种 实用 准则 , 费 马 定 
理 对 素数 永远 成 立 , 对 合 数 则 有 时 也 成 立 . 在 这 方面 ,定理 之 道 
经 常 被 人 误解 了 . 

令 人 惊 主 的 是 ,居然 可 以 找到 无 穷 多 个 合 数 使 关系 式 成 立 . 
除了 上 面 的 例子 以 外 ,我 们 还 有 3—1 可 以 被 91 整除 14" 一 1 
可 以 被 15 整除 ,如 此 等 等 . 对 2 至 100 的 一 切 底数 ,这 类 大 于 底 
数 的 最 小 合 数 除数 见 附 表 15， 

请 注意 ,最 小 底数 2 竟然 需要 一 个 很 大 的 除数 341, 从 此 起 
底数 一 直上 到 100, 没 有 哪个 除数 超过 341. 因此 无 人 会 怀疑 ,中 
国人 未 能 找到 他 们 用 归纳 法 发 吏 的 规律 之 鲍 外 . 在 第 13 章 中 将 
PHA ,这 类 合 数 除 数 是 怎样 发 现 的 ， 

合 数 除数 有 两 个 有 趣 问 题 ， 

1. 底数 z 为 某 些 已 知 数 时 ,使 费 马 定理 成 立 的 这 类 除数 的 
决定 . 

2， 对 任何 与 合 数 除数 下 质 的 底数 *, 使 费 马 定理 成 立 的 这 
类 除数 的 决定 ， 

就 第 一 个 问题 而 言 , 表 15 为 直至 100 为 止 的 每 个 底数 提供 
了 一 个 解答 . 对 往 意 特定 底数 ,当然 会 有 许多 解 . 我 们 在 附 表 16 
与 17 中 ,已 经 对 底数 2 与 3 提供 了 一 些 例子 . 


ME =r E = 
2 341-11*3I 
3 91=7+ 13 
4 1523*5 
5 124— ?* + 31 
6 385—557 
7 25-5 
& 92:37 
9 28—2!«47 
19 33—3-*i1 
11 152355 
12 65—5- 13 
13 21—3*7 
14 15:3*5 
15 341—11*31 
16 5123-17 
17 45—3**5 
18 25= 57 
19 45-3**5 

20 21=3*7 
21 55—5*11 
22 69=3+* 23 
23 33—3 * 11 


24 25—5! 
25 28=27 +7 
26 2723 


27 65=5+* 13 
28 37 二 3 + 29 
29 35=5+7 

30 49= 77 

31 49= 7* 

32 33—3*11 


33 85—5*17 


34 35-2557 


61 
62 


65 
66 
67 


2123-517 
9|2:7 * 13 
45—3 +5 
39—3* 13 
95—5*19 
91—7*13 
10523*5*7 
Z05--5* 41 
77711 
45-23 *5 
76= 27 + 19 
133—7 + 19 
6575*]3 
49— 7* 
66—2*3*11 
5173-17 
65—5*]12 
BS=5° 17 
65=5+13 
$525*11 
63=3 +7 
57 一 3，19 
65—5* 13 
95-5 * 18 
8723-29 
341=11 + 31 
91—7 * 13 
63= 3% +7 
341=11 + 31 
65=5+ 13 
133—7 * 19 
91-7 * 13 
85=5+17 
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i =r 


95 
100 


ER = nz 
69—3* 23 
§5=5+ 17 
169213* 
105=3+5+7 
85=5+ 17 
11123*37? 
75—3* 5* 
9127 * 13 
77—7* 1] 
895—519 
341=11 + 31 
91=7° 13 
81=3' 
85=5 +17 
91—7 * 13 
I05—-3-*5-«7 
85=5°17 
129—3 * 43 
87=3+ 29 
91—7 * 13 
9127 - 13 
99= 37+ 11 
91—7-*13 
115=5 + 23 
93—3 * 31 
301=7 * 43 
95=5* 19 
141-3 -* 47 
133-7 +» 19 
105—3*5-*7 
99—3* + 1] 
145=5 + 29 
2597 * 37 


表 15 大 于 底数 x 的 最 小 合 数 除数 mm, 可 局 x ' 一 1 得 以 被 避 整除 
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3 
3 
3*11*29* 31+ 43 - 281 

7*11*13* 31* 41 * GE * 331 
7*11*13* 31 * 41* 61 * 151 * 1321 
3-11*29* 31 * 41 * A3 * 71 + 113+ 127+ 281 
$57*17*195* 37 * 73 * 97 * 109 * 241 * 433 + 673 + 38737 


16 27-1 bM EIOS EAE AEn 


当 户 是 一 个 素数 ,而 2*: 一 1 为 人 台数 时 , 则 满足 m= 的 
—4 m 也 都 行 . 
23 * 3851 
17+ 193 
19 + 37 
31 * 271 


表 17 能 使 ? -iA m SHSM m 

第 二 个 问题 更 困难 些 , 璧 如 说 ,2” 一 1 能 被 341 整除 ,可 是 
3 一 1 却 不 行 , 读者 们 不 妨 再 次 运用 新 获得 的 同 余 知 识 来 验证 
一 下 . 与 此 类 似 ,3” 一 1 能 被 91 整除 ,可 是 2” 一 1 AR. 这 里 的 
问题 是 要 找 出 人 台数 *, 使 对 与 x 互 质 的 一 切 整数 ,二 一 1 都 能 
被 n 整除 . 问题 的 解 并 不 太 容 易 . 至 少 得 有 三 个 素数 因子 组 成 除 
数 . 最 小 解 为 xs 一 1, 它 能 被 合 数 561=3 + 11 * 17 所 整除 . 此 
处 zx 可 取 任 意 值 ,除了 3,11,17 或 其 倍数 之 外 , 即 是 说 20 —1 
能 被 561 BRR. 4 5 — 1,79 1 等 等 也 行 . 这 真是 一 个 值 
得 注意 的 关系 . 此 种 合 数 为 数 其 少 并 且 相 互 之 间隔 得 很 远 . 

若 合 数 模 正好 含有 三 个 素 因 子 , 若 对 其 中 的 一 个 因子 P 

— 54 — 


指定 一 个 值 , 则 其 他 沽 个 素 因子 只 能 取 有 限 个 值 ,它们 也 不 能 无 
限 递增 . 从 3 到 43 之 间 指 定 p 值 ,一 共 只 有 52 个 可 能 的 合 数 
模 . AEWA p= 11 时 无 解 . 这 52 个 值 已 列举 在 附 表 18 之 中 ， 


[^] 
* 


=s y oM) o Cn 6n Cn 
"o£; + © + + 8 @ 


+ 4] * 233 
0? * 


353 + 1201 


* 109 + 2017 
* 613 + 1621 
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3361 


-757 
* 5827 
* 643 
* 673 
* 1597 
+ 631 + 
43 * 


13567 
* 3907 


- 18 X—U 5. ENCOKEBEC o —1 mod niii Xrt9)e S a 

在 这 个 问题 上 登峰造极 的 .由 四 个 素数 构成 的 合 数 = 是 
n = 13 + 37 * 73 * 457 = 16046641, 
dB atte] mod 16046641 RV. 


EES , RARE AMS” “Bp, ”其 道 命 题 
是 “ 若 9 则 户 .“ 道 命题 可 以 有 时 为 真 ,但 不 一 定 永远 是 真 . 除了 道 
命题 ,还 有 反 命题 “若非 p, 则 非 9. ”这 种 反 命题 ,同样 也 仅 有 了 时 
为 真 .但 还 有 逆反 命题 ,“ 如 非 9;, 则 非 p,” 这 是 永远 为 真 的 命题 . 
把 这 些 知 识 应 用 到 费 马 小 定理 , 设 疡 是 “一 素数 ",q 是 “x '= 
1 mod p. "Ri HBS z^ 91 mod pM p 是 一 个 素数 ”, 仅 
能 有 时 为 真 ,因为 对 某 些 合 数 来 说 ,也 存在 着 此 种 关系 式 , 附 表 


* 


* 


* 
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ISA XR T 3x o. d nC yp TEASE Ma mod p” 
也 并 非 永远 是 真 ,正如 家 18 所 示 . Te a ER 24*' 对 模 
p TSAR Mp TERS SIO DERAHE. 

fe Co ce BB AY EGE VRE” EE Bom HE 
EL r (= 1 mod m. 4 £E3E-- Pe) Pm — 3 的 正 整 数 e, 龙 使 
4^2] mod 站 成立 , 则 六 是 -一 素数 .例如 3 521 mod 17,18 JF 
16 的 任何 指数 都 不 能 使 同 余 式 成 立 ,所 以 17 是 一 个 素数 . 这 当 
然 并 不 意味 着 ,如 果 确 实 找 得 出 一 个 e 的 话 ,m 就 不 是 素数 了 . 
READIN. 2 =] mod 75 V=] mod 7 都 是 成 立 的 ,然而 7 ae 
EH. 不 过 , 若 把 3 选 作为 底 的 话 ,6 兴 许 便 是 最 小 的 指数 了 . 

到 此 地 步 , 可 以 引入 两 个 今后 用 得 上 的 新 和 名词 ,如 果 = 
1 mod mii e 是 使 同 余 式 成 立 的 最 小 指数 , 则 我 们 称 为 “r 属于 
指数 e m. ” 另 一 方面 , 若 此 最 小 指数 是 严 一 1, 则 我 们 就 说 “> 
是 六 的 一 个 原 根 . ? 原 根 是 有 更 一 般 化 的 定义 的 ,但 此 种 说 法 在 
自前 可 为 我 们 服务 . 在 2001 mod 7 中 ,2 属于 指数 3 8 7. Æ 3° 
=] mod 7 中 ,3 是 7 的 一 个 原 根 . 

费 马 小 定理 只 是 更 一 般 的 ,同时 可 适用 于 率 数 与 合 数 模 的 
一 个 定理 的 推论 , 该 定理 的 说 法 是 ;车 zx 与 m 无 公 因 子 ,而 m 是 
-EYA RMRS D M z*" 一 1 必 能 被 mr 整除. 这 里 , 表 
iat $m) 当然 并 不 意味 着 去 乘 x. 它 是 指 小 于 六 且 与 之 互 质 
的 正 整数 的 个 数 . Bm 是 一 个 素数 , 则 每 一 个 小 于 它 的 正 整 数 
都 同 它 互 质 , 于 是 #2) —9 m — 1. 这 就 导出 费 马 小 定理 . 作为 一 
般 情 形 的 特例 ,可 以 看 一 下 数 15. 小 于 15 且 与 之 互 质 的 数 的 个 
数 为 8, 那 就 是 1,2,4,7,8;11,13,14.( 数 1 视 为 与 任何 其 他 正 
整数 互 质 , } 于 是 #15) 一 8, 若 工 为 任 一 与 15 互 质 的 数 , 则 zx* 一 
1 能 被 15 整除 . 例如 如 一 1=255 BE 47. 75 —1— 5764800 也 能 
£T ;如 此 等 等 , 

有 了 时候 ,x* ' 一 1 可 被 p 整除 多 次 , 例如 3" 一 1 可 被 = 


121 整除 ,9" 一 1 亦 然 .许多 研究 者 普 经 以 为 对 底数 2 与 10 来 
说 ,此 类 解答 是 不 可 能 的 . 只 是 到 了 最 近 , 才 发 现 2U"—1 能 被 
1093? 整除 ;而 2522 一 ] 能 被 3511: 整除 ,104#% — 1 能 被 487: 整 
除 , 更 奥妙 的 是 es — 1, BABE 113° 整除 .除去 1093 与 3511 
外 ,对 底数 2 而 言 , 篆 也 找 不 出 在 200183 EAT B) RE 8 3€ 
XL. 事实 上 ,已 经 找到 一 些 底数 ,使 关系 式 对 任意 指定 素数 
的 平方 也 能 成 立 . 表 19 中 . 列 出 了 一 些 数据 ,可 使 zx"! 一 1 能 被 


PSI. 
T P X 
2 1093 18 
2 3511 18 
3 11 19 
7 5 19 
8 3 I9 
9 11 19 
16 487 22 
11 71 26 
14 29 28 
18 T 28 


200 8 — HER. 
b x 
31 145 
53 338 
61 264 
67 143 
73 306 
89 184 


P 
37 
331 
7 
13 
43 
137 
673 
71 
19 
23 


#19) x" '=1 mod p? 


BI ELLE. Ot ee RA ES ae EA BE HER. EOS C 
实际 例证 ,我 们 在 表 20 中 给 出 了 在 表 19 中 没有 提 到 过 的 小 于 


HE 20 x=] med pj 


表 21 给 出 了 一 些 很 大 的 数值 ,其 中 也 包括 素数 的 若干 高 次 


T 


181 
164 
328 
313 
226 
253 
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x P 
62 127 
65 183 
68 113 
69 — 631 
71 331 
78 151 
78 181 
84 163 
96 109 
99 83 


259 
532 


174 
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方 ,而 不 光 是 平方 . 

a 1 Ë a 4. 四 a T Pp 
2 100 487 3 18 7 1 239 13 
2 175 487 3 19 7 5 1353 7 
2 196 353 3 158 17 3 1354 了 
2 252 997 3 338 i8 6 1068 5 
2 307 487 1 2819 19 6 390112 17 
2 324 331 4 2820 19 7 82681 

之 484 673 7 82682 7 


S 21 x? '=1 mod p* 

MR RBE O'y 仅 对 两 个 素数 值 给 出 完全 平方 
数 .读者 能 否 把 它们 找 出 来 ? + 中 

人 们 经 常 感到 费 马 定理 有 朝 一 日 会 变 成 打开 无 价 数学 宝藏 
的 “开门 党", 这 些 宝贝 目前 埋藏 得 很 深 ,现世 的 肉眼 凡夫 还 未 能 
认识 得 到 , 人 们 甚至 猜想 , 那 位 神秘 的 鬼 强 正在 暗暗 嘲笑 20 世 
纪 的 现代 凡夫 ,他 们 尽管 在 其 逝世 之 后 作出 了 许多 深奥 难 懂 的 
发 现 , 却 仍 在 徒劳 无 功 地 追踪 着 迷失 的 大 师 足 迹 ， 
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第 7 章 REA 


一 位 不 显 根 的 英国 法 官 在 数学 忠烈 祠 中 居然 被 供奉 着 LAT 
为 据说 是 他 发 现 了 数论 中 极为 稀罕 的 关系 ,而 且 道 定理 也 成 立 . 
他 对 此 事 并 不 介意 ,如 果 不 是 他 的 朋友 爱德华 ， 华 林 (Edward 
Waring) ,剑桥 大 学 的 数学 教授 发 表 了 他 的 研究 成 果 的 话 , 那 就 
十 之 八 九 会 像 费 马 小 定理 一 样 , 道 到 彻底 遗忘 ;或 者 在 多 年 之 后 
再 重新 发 现 的 . 

但 是 ,约翰 。 威 尔 逊 峰 士 (Sir John Wilson) 12,37. fb 65 87 HR 
AER t, p ,甚至 微 积 分 的 共同 发 明 家 , 先 于 感 尔 如 发 现 这 一 数 
iG sg BEDS SE dp JE IE (Leibnitz) 8812783 BE 85 uEBH IZ E HB B IE D PE. 
EE 17 世纪 结束 前 许多 年 , 莱 布 尼 获 即 已 知道 该 定理 了 ;1770 
年 , 华 林 在 他 的 代数 学 著作 中 报告 了 威尔逊 的 发 现 + 拉 格 朗 引 
(Lagrange) 7E 1771 年 证 明了 它 ,在 莱 布 尼 落 首先 发 表 之 后 一 百 
多 年 . 因此 ,为 了 公正 起 见 ,应 当 把 它 命 名 为 莱 布 尼 艾 定理 ,而 不 
是 “ 威 尔 避 ”定理 , 但 是 ,正如 经 常 发 生 的 事实 一 样 , 某 项 重大 成 
就 一 旦 归功 于 某 人 各 干 之 后 ,即便 是 轴 马 教皇 的 圣 骨 也 改变 不 
TE. 

Fo 8 Ji RR eh AY SE RE TE HN FE 


D 本 童 原 标 题 直 详 为 * 坦 塔 罗斯 之 杯 ”. 据 希 腊 神 话 . 担 塔 罗斯 为 关 神 宙斯 之 
FRAMAR VL] ok tb a EE Rast KP. DIS SER CINE OK AB, HL E 
TRETH Br EO SE. 一 一 译 者 广 ， 


A it v E 


积 , 从 1 Heus BH. 11.945 F H3EBI 123714.5 
672892109 11. f&— FICS. ETURA 111, HE 
“11 MESE". 容易 看 出 11! 能 被 1 到 11( 包 括 11) 的 一 切 整数 整 
BR. 现在 略 去 11.1848 F-F T iESE Xr deck. m MR 101 是 不 能 被 
11 整除 的 ,因为 11 是 个 素数 ,而 不 含 11 或 其 倍数 的 乘积 当然 
不 能 被 11 除 尽 . 然而 如 果 我 们 在 积 101 之 上 再 加 1 的话 就 
像 变 戏法 ,说 变 就 变 ! 所 得 的 结果 恰 能 被 11 整除 . 类 似 地 6! 十 1 
=(1°2*3+4+5+6)+1=721 能 被 7 整除 .7 与 1 都 是 束 
数 , 此 种 整除 性 对 一 切 素 数 赤 成 立 ,但 对 合 数 却 永 不 成 立 , 
把 上 面 所 说 的 加 以 推广 , 当 且 避 当 疡 为 素数 时 , (pp 一 1)! 十 1 
能 被 p 整除 . 这 就 是 感 尔 进 定理 , 它 的 若干 推论 与 推广 是 极 重 
[49] 要 前 一 一 实际 上 费 马 小 定理 即 可 由 其 中 的 一 个 推广 导出 . 
表 22 DARA a EEA IR BR. 


n (n—1)1 Gr--121t9-1 [i1— D 11] 

da 的 余数 "m 
2 u= 1 2 0 xu 
3 21-2 2 3 0 素数 
4 31 = 6 7 3 eiu 
5 4! 一 24 25 Q xu 
6 5: = 120 121 1 a 
7 §1= 720 721 0 xu 
8 U= 5040 5041 1 & 
9 B= 40320 40321 1 au 
10 «9b = 362880 362881 1 aH 
ll 10: = 3628800 3628801 0 x 
12 11! = 39916800 3991680] 1 ae 
13 12! = 479001600 479001601 0 素数 
14 131 = 6227020800 6227020801 1 etx 
15 14! = 87178291200 87178291201 1 合 


R22 FURORE 


Mie ES.x93 —1T:5 9 SX KEBET HAE 
则 . 例如 ,要 问 421783 E PRES. ABI A 421782 的 所 有 
正 整 数 统统 乘 起 来 ,再 加 上 1 ,看 一 看 所 得 之 结果 能 和 否 被 121783 


UE BROS. 


整除 . 除 得 尽 , 它 是 素数 ; 除 不 尽 , 它 便 是 合 数 . 尽管 如 此 ,对 这 么 
一 个 较 小 的 六 位 数 , 工 作 量 已 经 大 得 惊人 ,根本 无 法 使 用 此 种 判 
BRK. 用 同 余 式 或 其 他 手段 来 计算 Cn 一 1)!1 十 1 除 以 的 余数 也 
JER BME. 因此 ,尽管 我 们 手头 已 经 有 了 足以 判定 素数 的 结论 性 
测试 法 ,基于 实际 可 操作 性 ,我 们 还 是 完 探 不 到 数 的 本 性 ， 

本 定理 有 许多 美妙 证 法 . 为 了 避免 过 分 技术 化 ,让 我 们 采取 
第 6 章 中 证 明 费 马 小 定理 的 同样 办 法 ,通过 一 个 特定 素数 来 加 
以 证 明 . 我 们 打算 起 用 素数 0 — 17. 考虑 小 于 17 的 十 六 个 正 整 
34 1,2,3,…,16, 再 次 选用 小 于 17 的 数 3 来 作出 乘积 3,6,19， 
12,"… ,48. 对 模 17 而 言 , 这 些 数 自 相应 地 与 下 面 一 些 数目 3,6， 
9,12.15,1,4,7,10,13,16,2,5.8.11,14 FIA. 这 里 头 没 有 重复 
数 字 ( 一 般 情 况 下 亦 易 证 明 ). 因而 其 中 必 有 一 数 为 1 ,对 本 例 来 [50] 
说 , 即 第 六 数 . 如 果 用 另 一 个 乘 数 来 代 著 数 3, 例 如 改 用 5, 则 可 
得 到 另 一 列 教 , 其 中 肯定 有 个 1. FM 5x 7=1 mod 17. 在 一 
系列 数 2,3,4,…,15 中 的 每 一 个 都 可 用 作 乘 数 ,结果 出 现 七 对 
数 , 而 每 对 数 的 葬 积 按 模 17 同 余 于 1, 即 ; 


— pe 


* 
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10 + 12=1 
11 * 1421 
HE RA 1.2.3, 7,16 中 ,除了 首 . 尾 二 数 之 外 ,统统 都 已 
结 成 对 子 , 而 对 首 . 尾 二 数 , 则 有 
1*162—] mod 17. 


这 个 例子 正 可 用 来 证 明 我 们 的 定理 . 


把 这 八 个 同 余 式 相 莱 ,于 是 得 出 


1511 


LER E. 


16! =—1 mod 17. 


也 就 是 说 ,(17 一 1)!1 十 1 能 被 17 整除 ,这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
只 禹 略 作 改变 , 即 可 证 明 -- 般 人 情形. 即 ,车 o 为 素数 , 则 


《 产 一 1)1 十 1 三 0 mod p. 


集合 中 的 各 数 况 能 以 如 此 方式 结 成 对 子 , 旦 无 重复 GRIS. 
真正 奇妙 之 至 | 

ARS EHH ,威尔逊 定理 也 有 若干 推广 . 向 如 并 不 一 定 
要 把 模 限于 碌 数 ,只 需 修 改 我们 的 法 则 ;小 于 某 个 定数 且 与 之 互 
质 的 一 切 正 整 数 的 乘积 在 用 该 定数 去 除 时 余数 为 1; 但 下 列 情 
GLAS EERE ARMA TERRE RARE. 
此 时 余数 将 是 一 1. ee 12. CRIE- RMS HR. aE 
其 二 倍 , 这 时 ,与 12 互 质 的 一 切 正 整数 之 积 为 1 5*7，*1l 一 
385, 它 在 除 以 12 时 留 下 余数 1. 车 定数 为 4, 则 有 1*3, 它 留 下 
余数 一 1. 4 —T X57; RAM =9MS WAL 204-57 
* 8—2240, ERR LA ORR P B3 SR US — 1. 最 后 ,我 们 不 妨 用 素 
HE AKR. Eik 18—2- 3? ,此 时 将 得 出 1.5。 
7*11*13-*17-—85085, TZ TEX 18 同 余 于 一 1， 

在 很 稀少 的 场合 ,‘p 一 0! 十 1 不 仅 能 被 p BR. BEER 
p 整除. 对 小 于 200183 的 率 数 而 言 ,此 事 仅 在 5,13 以 及 563 
时 才 对 . 其 时 将 有 


(5—1)11—725-8'*« 1; 
(13— 1)! - 1479001601 — 13* + 2834329; 
(563—121 +1=563 + N. 

N 是 一 个 极其 庞大 的 数 ， 


威尔逊 定理 有 一 个 推论 走 得 很 远 . 它 说 当 且 仅 当 素数 声 具 


有 4z 十 1 形状 时 ， 
(1-2*3*: 22) +] 
Æ p 的 一 个 倍数 ,也 就 是 说 ,[(27)1 下 圭一 1 mod p. 例如 ,zx 一 3 
Bd CE 13 恰 能 整除 
(0*2*3*4*5-*6) +1 = 518401. 


证 明 很 简单 ,可 在 此 处 给 出 . 我 们 从 4z 开始 , 它 显 然 与 一 1 同 
# »mod(4r-+1) = p; AIM. KM 12 在 被 13 去 除 时 ,余数 是 一 1. 于 
RITE: 


4r=—] mod p, 
4x—i=—2 mod p, 
4r—222-—3 mod p. 
就 这 样 , 从 42 起 每 回 递减 10S. 2z 个 同 余 式 ,直到 4x — 
(22-1) =2x+1, FRA 


2x +1=— 2x mod p. 
把 这 些 同 余 式 乘 在 一 起 ,但 此 时 的 代数 表达 式 改 作 始 于 22+1 
逐一 递增 的 连续 正 整 数 , 而 不 是 从 4zr 递减 ,于 是 得 出 
(2r + Dx + 2yegr = (— 7U 2 Be de ee e 2x) 
=+ 1Ox: 
TE [E hPa ESTEE E C230 1, 68H 
Gr)! = [G1]. 

由 原先 的 威 尔 避 定理 , (4x21 +1=0 mod p, RAB MB 
[2r)1] 二 l=0 mod p. 

本 定理 是 一 串 美妙 退 辑 推理 中 的 第 一 节 . 它 证 了 明了 , 形 恕 
Ax--1 的 素数 必 可 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ,而 且 表 达 法 是 唯 


一 的 . 继 起 的 环节 表明 ,由 两 个 互 质 的 平方 数 之 和 来 表示 的 合 


[s2] 


Rit OB 


数 , 其 除数 也 是 两 平方 数 之 和 . 作为 特例 ,对 素数 除数 亦 然 . 然 
(620th +1 是 两 个 平方 数 之 和 ,因此 它 的 每 一 个 除数 也 必 
RAR RMS H.R 4r 十 1 形式 的 素数 p 可 表示 为 两 个 平 
方 数 之 和 ,所 以 形 为 4t 十 1 的 任 一 率 数 p 可 表示 为 两 个 平方 数 
之 和 ,当然 它们 必须 是 玉 质 的 .如果 两 个 正 整 数 除 1 之 奸 没 有 
其 他 公 因 子 , 就 说 它们 是 互 质 的 .“ 互 质 " 与 “ 互 素 ?是 同色 词 , 意 
S 完全 一 样 . 》 

形 如 4x 一 1 的 案 数 户 不 可 能 是 两 个 平方 数 之 和 - AT ep 
AK. APPEAR Yea. 但 是 每 一 偶数 平方 (24)* 具 有 
形状 44?. 而 任 一 奇数 平方 (2B 十 1)? 具有 形状 4B8: 十 48 十 1, 于 
是 其 和 


4AÀ* 十 AB? -- AB - 1 
CERE da Hl 的 形状 , 决 不 可 能 取 4z 一 1 89. 
参考 文献 


Barlow, P. Theory of Numbers. London; J. Johnson & Co. ， 
1811. 

Carmichael, R. D. Theory of Numbers and Diophantine Anal- 
ysis. New York; Dover Publications, Inc. .1959. 

DeMorgan. A. Budget of Paradoxes. 2 vols. Chicago; Open 
Court Publishing Co. . 1915. 

Dickson. L. E. Introduction to the Theory of Numbers. New 
York; Dover Publications, Inc. 1957. 

Pearson, E. H. "On the Congruences (p—1)! 2 —1 and 2°7' 
=] mod p'." Mathematics of Computation, 17(1963)2 .194. 

Reid, L. W. Elements of the Theory of Algebraic Numbers. 
Baltimore; Johns Hopkins Press, 1946. 


第 7 章 ERAS 


Uhler, H. S. “Nine Exact Factorials Between 449! and 
7511." Scripta Mathematica, 21(1955),138. 

Vandiver, H. S. "Divisibility Problems in Number Theory," 
Scripta Mathematica, 21(1955),16. 

Vinogradov, I. M. Elements of Number Theory. New York: 
Dover Publications, Inc. , 1954. [53] 


第 8 章 数码 与 9 的 魔术 


数码 9 AV AT SEER MRR SR MRO A, BH 
戏法 的 基础 . 早 在 古代 ,此 数 即 已 激 起 学 者 与 数学 家 们 的 兴趣 ， 
并 且 出 现 了 一 些 连 门外汉 也 能 理解 与 欣赏 的 数字 戏法 . 读者 们 
可 能 会 回忆 得 起 在 初等 学 校 里 学 到 的 规则 ,如果 某 数 的 各 位 数 
码 之 和 能 被 9 整除 , 则 此 数 必然 也 能 被 9 整除 . 一 个 引 人 注 目的 
事例 曾 于 数 年 前 披露 于 一 家 通俗 杂志 上 :有 一 等 式 2499561— 
[3(523 十 4) 卫 ,要求 你 在 60 秒 钟 内 求 出 数码 4 ,看 来 这 显然 不 
可 能 . 然而 ,一 个 思路 敏捷 者 会 看 到 ,表达 式 的 右边 省 有 F= 
这 一 因子 ,所 以 表达 式 的 左边 也 应 能 被 9 整除 . 除 4 ZH EY 
其 他 各 位 数码 加 起 来 等 于 32, 于 是 马 土 就 可 判定 4 必然 为 4， 
只 有 如 此 ,各 位 数码 之 和 36 才能 被 9 整除 . 

“ 弃 九 法 "(有 时 也 叫 * 印 度 验 算法 ”) 既 常 被 簿 记 员 用 来 检验 
加 法 运算 是 否 正 确 , 但 它 对 任何 一 个 算术 四 则 运算 都 能 适用 . 所 
依据 的 基本 事实 是: -一 个 数 的 各 位 数码 之 和 与 此 数 本 身 在 被 9 
除 的 时 候 ,余数 是 相同 的 . 数码 和 的 余数 为 0, 亦 即 该 数 本 身 被 9 
除 时 的 余数 为 0, 这 意味 着 此 数 可 以 被 9 整除 ,也 就 是 以 前 提 到 
的 法 则 . 把 这 些 知 识 记 在 心里 ,下 面 两 个 用 以 说 明 奔 九 法 的 加 法 


O 术 数 家 在 我 国 古 代 即 已 有 之 . 近代 西方 国家 的 焉 师 往往 利用 数学 来 兽 测 算 
ib t BUE HO de E DU ACT HERE TS T» dm 68 6T Ae E Dr. 
译 者 注 ， 

-— 68 — 


Matrix). 


B&H KE5st 


与 乘法 实例 ,就 可 以 不 音 而 唤 了 . 


加 法 eise mE o BR Bo Se Br 
4671 
2198 2 
7422 6 
5611 4 
1105 7 
总 和 21007 19 二 余数 之 和 


和 数 的 各 位 数码 相 加 起 来 等 于 10, 而 余数 之 和 的 数码 之 和 
也 是 如 此 ,这 就 是 整个 验算 过 程 . ARBRE RBM OTE. 
但 加 法 中 出 现 的 差错 不 大 可 能 会 “碰巧 ” 抵 销 而 得 出 正确 余数 
的 . 另 一 种 可 取 的 办 法 是 , 当 数 码 和 超过 10 时 ,可 以 继续 执行 上 
述 运算 ,直至 得 出 一 个 小 于 9 的 结果 . 例如 ,对 21007 而 言 , 数 码 
和 是 10, 而 后 者 的 数码 和 是 1. 对 19 也 是 如 此 . 这 就 表明 , 数 
21007 被 9 除 时 ,余数 为 1. 


5 数码 和 被 9 除 的 余数 
pef 5327 8 
eR 649 1 
47943 
21308 
31962 
乘积 3457223 — 
这 里 , 积 的 数码 和 等 于 26, 而 24-6—8.f18 X RR E 与 
1 相 乘 积 的 数码 和 ， 


同 余 方 法 对 这 些 测试 的 说 明 近 于 自明 . 例如 ,对 上 述 加 法 实 
ARA S RITA: 


4671=0 
2198=2 
7422=6 
5611=4 
1105=7 
21007=19=1 


[54] 


[55] 


Kt oe 


“随便 你 写 出 一 个 很 大 的 数 , 从 中 抹 掉 一 个 数码 ,我 再 填 人 
一 个 ,使 该 大 数 怡 能 被 9 整除 , ”诸如 此 类 的 戏法 简直 易 如 反 党 
了 .例如 ; 


53219645 * 2789, 


HE & fr HU. RAS 61.6 与 1 之 和 是 ?, 显 然 填 入 的 
数码 应 当 是 2, 也 可 以 把 戏法 稍 作 修 改 , 要 求 填 进 一 个 数码 之 
后 ,整个 大 数 被 9 去 除 后 ,得 到 的 余数 等 于 事先 指定 的 数 
ia. 

这 种 潜伏 于 数码 9 中 的 戏法 ,本 质 上 当然 在 于 我 们 所 用 的 
万 是 十 进位 记 数 制 ,而 一 个 数 中 的 某 位 数码 实际 上 代表 该 数码 
5j 10 BE T 77 REC RA. 例如 ,7312 实际 是 


(7 + 1055 - G3 + 100 4 CE. © 10042, 
而 907450 是 
(9 * 10 -F (C0 * 100 -E C7 * 100 +44 © 109465 © 10) +0, 


这 种 办 法 称 为 “位 值 制 ”, 除 去 绝对 数值 外 ,每 位 数码 的 局 部 值 取 
决 于 它 在 整个 数字 中 所 处 的 位 置 .一旦 理解 了 这 一 点 ,余数 测试 


的 原理 就 易于 理解 了 ， 
对 模 9 而 言 ， 
1081. 
从 而 
1081. 
此 处 y 可 为 在 一 正 整 数 , 于 是 
ae 107=:a， 


这 里 ,a 亦 为 任 一 正 整 数 , 它 可 以 按照 我 们 的 需求 , 任 取 十 个 数 
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码 之 一 , {EES NET hick. BIEN 
N — (a * 100 T (G * 1077 )0-E G * 107 +e (9 * 00 n, 
而 对 模 3 来 说, 有: 


"tan 


把 这 些 同 余 式 相 加 , 便 得 
NM 一 ea 十 2 十 十 4 十 rr mod 5. 
这 就 意味 着 ,一 个 数 与 其 数码 和 有 着 相同 的 九 余数 . 


* * * 

下 面 的 问题 可 以 测试 一 下 读者 对 数码 位 值 概念 的 掌握 程 

BE. KEGAN TREK? tT 
2 3 4 6 7 8 9 


6 7 8 
6 7 
6 


LEM MEME EM M 

Re EO t9 t5 tO [à 
tà CQ) t0 CO to oe 
i a x 4 4 

gi €» &n €» Qn 

om c c 

€ 4n tn &n cn 

Be dx RR do dx 

Qe Q6 GF oo Qo QS CQ 

tO to Có DO tà PO (o to 

=. æ me =e e e RÀ 


* * * 


卢 卡 在 其 著作 《数学 娱乐 ?中 , 列 出 了 下 列 奇 妙 表 格 : 


q 带 有 + 号 的 问题 在 第 26 SPAMS. ~ 一 原 注 . 


[56] 


Stoa 


1-9+ 2=11 

12-94 3=11] 

123 * 9+ 4 — 1111 
1234 * 9-- 5 = 117111 
12345 4 9+ 6 = 111111 

123456 - 9+ 7 = 1911111 

1224567 + 94- 8 = 11111113 
12315678 - 9+ 9 — 111111111 
123456789 © 92-10 = 1121111111 


表 23 ”神奇 的 数字 宝塔 
如 果 我 们 把 等 式 左 边 的 一 般 项 (第 项) 改写 为 


(407! 2710 7? 32107 4 n 10 + 
[7] ea X 00 — DG D. 


上 述 现 象 的 底蕴 即 显 而 易 见 了 . Py TEE S Se FL 
即 得 ; 


104-1077! -107 7-107? e FIO FL — C107! — 15/9. 


如 用 普通 的 书写 法 , 那 就 是 1 重复 出 现 ( 人 十 1 次 . 


* * * 
9+9+7 = 88 
98+9+6 = B88 
987+9+5 = 8888 
9876+ 9-+4 = 88888 
98765 * 9+3 = 888888 
987654 - 9+2 一 8888888 


9876543 - 9+1 = 88888888 
98765432 + 9+0 = 888858888 


表 24 神奇 的 数字 宝塔 
2E, ns. 
[9*107! - 8* 107? --7* 10? +e tre 1077+" 十 
ed 00 — m] x (10-1) + G — 7. 


化 简 后 , 即 得 
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9.10 — (107! -+ 10 4-107? 4 3-10 -. 1 - 1 
= 8QQo! — 13/9, 


由 于 人 i0"+ '— 19/9 EREI EaR MBL 8 ,就 得 


8€105—15/9 = 8 * 111111— 888888. 


* * * 
1¢8+1 = 9 
12°8+2 = 98 
123 = 8+3 = 987 
1234 * 8+4 = 9876 
12345 * 84-5 = 98765 
123456 - 84-6 = 987654 
1234567 + 84-7 = 9876543 
12345678 * 83-8 = 98765432 
123456789 * 8 十 9 = 987654321 


*25 神奇 的 数字 宝塔 [58] 


987654321- 9-- 888888858 9 
987654321 * 18 1777777777 8 
987654321 * 27 2 666666666 7 
987654321 * 36 3555555555 6 
987654321 + 45 4 444444444 5 
987654321 * 54 = 5 333333333 4 
987654321 * 63 = 6 222222222 3 
987654321 * 72 71111111112 
987654321 + 81 8 000000000 1 


* 26 He 


pi ng gn 


12345679 * 9 = 111111111 
12345679 * 18 = 222222222 
12345679 * 27 — 333333333 
12345679 * 36 — 444444444 
12345679 * 45 = 555555555 
12345679 + 54 = 666666666 
12345679 + 63 = TTTTTTTTT 
12345679 + 72 = 888888888 
12345679 + 81 = 999999999 


表 27 奇妙 的 数 型 


[597 


数论 妙趣 


Xi 12345679 可 记 为 (10* 一 1)781. 用 9 的 倍数 95 RHC. 
可 以 得 出 
9 天 (10* 一 1)781 = K(10? — D/9 = K(1111111D5 


24 K 相继 取 值 1.2,3,… 时 .我 们 即 可 得 出 表 中 的 结果 . 

可 利用 这 种 美 系 来 表演 一 个 戏法 , 先 写 下 12345679. 再 请 
人 挑选 一 个 他 最 豆 爱 的 数字 . 然后 你 通过 心算 ,把 他 选 定 的 数 乘 
以 9 将 乘积 写 在 下 面 . 此 时 ;你 可 对 他 说 ,既然 他 喜 沉 那个 数 
= ER FUB AMES n] BERE (b. 接着 ,你 把 两 数 相 汪 ,戏剧 性 
效果 就 出 现 了 . 辟 如 说 他 选 定 的 数 是 4, 那么 ,把 12345679 FELL 
36 ,结果 使 是 444444444. 

另 一 个 重子 是 


l 


— 4— e 
B91 = (ail à) = 0.001122334455667789--. 


如 乘 以 99, 即 得 


间 人 家 喜爱 什么 数字 , 设 他 的 回答 是 7, 那 就 用 心算 把 99 RU 
7, 得 出 693. 把 上 述 的 位 数 很 多 的 数 荚 以 693, 即 相当 于 求 下 列 
分 数值 


南 这 个 分 数 还 可 以 为 我 们 作 更 多 表演 (为 了 书写 简单 起 


8 
见 , 下 文 略 去 小 数 点 ). 
1/81 = 1/81 = 12345679--, 
3/81 = 1/27 = 37037037…， 
6/81 = 2/27 = 74074074-^, 


Ssh MBS s HRA 


12/81 = 4/27 = 148148148---, 
15/81 = 5/27 = 185185185--, 
66/81 = 22/27 = 814814814.. 


PUBIC LE — LOC AR OB BY Pe Oy FE a de e HT S 


H. 
1 l  - 
Hoo] gy. 11 一 1122334455667789, 我 们 得 出 
33 1 
891  27' 
从 而 有 ， 


1122334455667789 * 33 = 37037037037037037， 
1122334455667789 + 3 = 3367003367003367. 


读者 们 也 许 乐于 找 出 111222333444555666777889 所 对 应 
的 分 数 吧 .十 
此 时 我 们 有 


111222333444555666777889 * 3 — 333667000333667000333667， 
111222333444555666777889 + 333 = 37037037037037037037037037. 


* * 
以 下 一 则 是 提供 给 孩子 们 的 
3437 — 10101 而 1+14+1= 3 
6¢37 = 222 而 2+2+2= 6 
9- 37 = 333 而 3 二 3 十 3 一 9 
12°37 = 444 而 4 十 4 十 4 一 12 
15*37 一 555 而 5 十 5 十 5 一 15 
18:37 = 666 而 6+6+6 = 18 
2134372 777 而 t+7+7 = 21 
24*37 = 888 而 8+8+8 = 24 
27-37 = 999 而 9 十 9 二 9 = 27 
Bis Wea 


kita 


[so] * * * 
以 下 一 些 表格 选 自 席 尔 金 (F，B，Selkin) 的 一 篇 论文 , 原 载 
“师范 学 院 教 学 资料 》 第 12 卷 第 68 W. 


lel = 1 


11*11 = 121 
111*11] 一 12321 
112} i111 = 1234321 
111li 11111 = 123454321 
11111i-1i1111 = 12345654321 
1111111 * 1111111 = 1234967654321 
11111111 + 1131111} = 123456787654321 
1111ł1111 + 111411111 = 12345678987654321 
En PHNRESE 
7*7 = 49 
67* 67 = 4489 
667 * 667 — 444889 
6667 * 6667 = 44448889 
66667 * 66667 = 4444488889 
666667 * 666667 — 444444888889 


6666667 * 6666667 = 44444448888389 


等 等 
4.4 和 神奇 的 数字 宝塔 
4*4 — 16 
34°34 = 1156 
334 * 334 = 111556 
3334 * 3334 = 11115556 
33334 © 33334 = 1111155556 
等 等 
Xon 神奇 的 数字 宝塔 
9*9 = 81 
99 - 99 = 9801 


099 * 999 = $98001 
$999 - 9999 = 99980001 
99999 + 99999 = 9999800001 
999999 + 999999 = 999998000001 
9999999 - 9999999 — 99999980000001 
等 等 
[64] B32 神奇 的 数字 宝塔 
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7*9 = 63 
77 + 99 = 7623 
777 « 999 = 776223 
7777 = 0999 = 77762223 
77777 © 00090 = 7777622223 
= 777776222223 


777777 - 999999 
等 


3 33 神奇 的 数字 宝塔 


* * 


并 


1837 年 版 的 一 本 德 - 美 代 数 课本 列 出 了 下 面 的 模式 ， 


1+7+3 = 10 
14°7+2 = [60 
142¢7+6 = 1000 
1428 ”7 十 4 = 10000 
14285 * 7 二 5 = 100000 
142857 * 7+1 = 1000000 
1428571 = 7+3 = 10000000 
14285714 * 7+2 = 100000000 
142857142 * 7-- 6 = 1000000000 
1428571428 = 7+4 = 10000000000 
14285714285 - 7+5 = 100000000000 
142857142857 - 7--1 = 1000000000000 


*34 神奇 的 数字 宝塔 


这 显然 来 源 于 地 的 循环 节 . 


* * 


* 


下 列 关系 式 很 有 趣 ,未 给 出 证 明 的 这 些 结果 可 以 提供 给 读 
者 作为 练习 的 素材 . 


7* 15873 = 111111, 
14* 15873 = 222222, 
21* 15873 = 333333, 
28 * 15873 = 444444. 

等 等 . 


此 外 还 有 
91。1221 一 111 111， 


请 问 ,何以 如 此 ?十 


[62] 


数论 妙趣 


VAR 
90099] + 123321 = 111 111 111 111.7 
* * * 
用 1001 AR- P — BL ARARERKAURU RARE 
复 一 遍 的 六 位 数 . 例如 
352 + 1001 = 352352, 
621 * 1001 = 621621. 


此 关系 式 可 用 于 速算 表演 . 数 
1001 = ?* 11. 13 = 7+ 143. 


你 请 人 家 随便 挑 一 个 三 位 数 , 例 如 352. IE PRB E E E 7, 心 算 
出 2464 ,以 它 作 被 乘 数 , 然 后 在 它 下 边 写 上 乘 数 143, 一 下 子 就 
得 出 乘积 352352. 

类 似 的 结果 也 可 从 10001 一 73。137 5 100001 — 11 + 9091 
导出 . 例如 一 个 四 位 数 7319 相继 乘 以 137 与 73, 其 积 便 是 
73197319 ,而 一 个 五 位 数 乘 以 11 与 9091 之 后 就 得 出 原 数 再 重 
复 一 遍 的 十 位 数 . 


有 个 很 普通 的 戏法 ,其 变种 多 得 不 计 其 数 , 请 别人 生出 一 个 
三 位 数 ,接着 把 该 数 逆序 书写 ,然后 两 数 相 减 (大 减 小 ) ,把 所 得 
之 差 也 道 序 书 写 , 然后 再 相 加 ,这 时 你 无 需 外 加 任何 信息 , 即 可 
断定 结果 必然 是 1089, 例如 所 选 之 数 是 173, 用 371 减 去 它 , 得 
198, 道 序 书写 得 891 ,后 两 数 一 加 ,其 和 人 恒 是 1089. 

有 个 市 井 故 事 一 一 老 处 女 与 猫 ,巧妙 地 利用 了 上 述 原 理 . 想 
为 其 窄 物 取 个 各 字 却 不 太 清 楚 猫 的 性 别 , 又 闭 于 向 友 朋 启齿 ,于 
是 她 决定 去 找 术 数 家 ( 即 数 字 算 命 人 ). aE A RRRA, 
转 奔 抹 角 地 提出 了 问题 , 平 师 对 她 说 ;数字 占卜 术 能 轻而易举 地 
判别 猫 的 性 别 , 但 要 求 她 随便 提 几 个 候选 名 字 . E Rb CERTE E 
说 ,为 了 纪念 一 个 远方 的 密友 ,如 是 一 只 崔 猫 的 话 , 可 取 “ 埃 玛 ” 
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(Emma) 这 个 名 字 ; 若 是 雄 猫 , 那 就 取 名 为 “ 帮 - 托 ”(Toy-Toy )， 


亚 师 听 了 ,装模作样 地 写 下 了 这 两 个 名 字 , 并 在 其 下 面 写 了 10 
个 数目 字 : 

EMMA TOY TOY 

9876 543 210 


接着 ,他 开 腔 了 :夫人 ,在 这 些 事 情 上 ,潜意识 起 着 无 可 替 
代 的 作用 , 自然 界 的 阴 ,. 阳 两 大 要 素 必 须 按 比 例 梭 合 . 现在 请 你 
在 “EMMA ”这 组 中 挑 出 一 个 数码 ,而 在 “Toy-Toy” 一 组 中 挑 出 
两 个 数码 ,你 愿 不 愿意 ?” 她 依 育 行事 ,小 心 惨 权 地 在 第 一 组 中 挑 
出 ?7, 第 二 组 中 挑 出 3 与 2( 其 实 ,随便 她 挑 什么 数码 ,结果 都 
一 样 ). m NP SS F 732, 并 把 237 写 在 下 面 ,两 数 相 减 ,再 把 
差 数 的 逆序 数 求 出 来 ,与 差 数 相 加 ,就 得 到 了 1089. “AK,” 
巫师 说 ,一切 动物 都 有 它们 的 性 数 ,而 猫 是 20. 让 我 们 把 结 
BF E20, 3X 3E 18 1B. 21780, 通 过 这 种 整数 的 神秘 呼 电 ,让 我 
们 准备 接受 其 答案 吧 , 第 一 个 数码 2 相当 于 猫 的 名 字 的 第 一 字 
长 十 ,然后 ,1 相当 于 O,7 是 M,8 是 M,0 是 Y." 接 者 ,他 戏剧 
性 地 作 了 结论 :太太 , 称 的 这 只 猫 ,就 叫 它 SE" TOMMY) 
igi? 

上 文 提 到 , 道 序 操作 的 结果 可 得 出 1089, 这 是 不 难 证 明 的 . 
任何 一 个 三 位 数 可 记 为 ae - 10775 + 10 c HRA c+ 10° 
二 5。10 十 a, 假定 先 写 较 大 的 数 , 即 aoc. 相 减 时 在 个 位 与 十 位 
上 都 要 从 上 一 位 商人 异 . 这 意味 着 出 借 者 要 减少 1, 而 借入 者 要 加 
上 10. 故 可 记录 如 下 : 


(a—1) 》。103? 十 人 十 10 一 1 )。10 十 (ce 十 10) 

c * 10+ br 10+ a 
3x8 = lale) 10° + 9 + 102-c4-10—a 

atit ut ETE — Ge +10—a) + 107+ 9 * 10--a—1—c 
gam HARE 9+ 107+ 180+9= 1089. 


* * 3* 
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一 些 学 生 及 热心 自学 者 发 现 了 数 的 某 些 规 律 而 沾 沾 自 
喜 ， 他 们 自 以 为 在 数学 里 引发 了 一 场 革命 ， 但 实际 上 却 不 过 
是 数码 9 的 一 些 初 等 性 质 而 已 ， 绝 大 多 数 情况 下 ,此 类 结果 非 
常 肤浅 ,用 同 余 式 或 其 他 手段 即 可 轻易 导出 , 但 人 们 毕竟 也 应 记 
住 ， 数论 或 许 是 唯一 的 数学 分 支 ， 足 以 使 阅历 虽 浅 但 充满 好 奇 
与 精力 充 市 者 能 在 此 领域 中 有 所 作为 ， 从 中 发 现 一 些 新 鲜 事 
物 ， 

数 9 具有 一 个 “神奇 "性 质 :除去 2 与 5 之 外 , 任 一 素数 均 能 
整除 长 度 无 限 的 ,各 位 数字 统统 由 9 构成 的 正 整数 , 例如 999 能 
被 39 整除 ,而 999999 与 999999999 亦 然 ,如 此 等 等 , 另外 ,41 
能 整除 99999 以 及 任意 5K A 9. mi 73 可 整除 99999999. 只 要 
四 个 9 即 可 被 101 整除 ,但 若 想 被 97 整除 ,没有 96 个 3 是 不 行 
的 .素数 271 可 以 整除 99999, 但 前 一 个 素数 269 却 需要 268 个 
9 才 行 . KRM 4649 可 整除 9999999 ,但 于 一 个 素数 4651 则 非 存 
4650 个 9 串 成 一 个 长 链 不 可 . 只 要 10 个 9 即 可 对 付 9091, (888 
有 9102 个 9 才能 对 付 9103. 当然 ,20,30,40,.50,… 个 9 也 是 能 
被 9091 除 尽 的 ,但 在 考虑 被 9103 整除 的 情况 时 ,除了 9102 个 
9 串 接 能 被 它 整 除 之 外 ,下 一 次 还 得 有 9102 个 9, 即 一 共 18204 
个 9 才 行 . 

证 明 其 实 比 人 人 们 所 预期 的 要 简单 . 眼光 敏锐 的 读者 会 发 现 ， 
这 一 性 质 不 仅 对 数码 9, 对 其 他 清一色 反复 出 现 的 数码 同样 也 


成 并 .二 
12 * 483 = 5796 27 + 198 = 5346 
42 +138 = 5796 39+ 186 = 7254 
18 + 297 = 5346 48+ 159 = 7632 


28 * 157 = 4396 
4- 1738 = 6952 
4° 1963 = 7852 


35 奇异 本 法 , 九 个 数码 全 都 用 上 了 


第 3 章 BESONRA 


* * * 
Ln 85 RAB 18,88 , fm fo xg dp 1 b uz HE. [EET SES PTER 
漏 地 出 现 全 部 九 个 数码 . 
51249876 5 35 所 有 的 数码 都 只 用 过 一 次 ) 的 积 是 
153749628, 其 中 全 部 九 个 数码 都 出 现 , 且 无 重复 . 另外 还 有 : 


16583742 * 9 = 149253678. 
32547891 * 6 = 195287346. 


用 5 去 入 142857 时 ,只 要 把 7 从 最 右 一 位 移 到 最 左 , 即 可 
BERR 714285. 
t 3529411764705882 Æ E 2 再 除 以 3, 也 只 要 把 末 位 的 2 


移 到 最 左面 去 , 即 可 得 出 正确 结果 . 
另外 还 有 一 些 有 趣 的 数码 问题 ,请 看 第 25 章 . 
Sexe 
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多 人 么 奇怪 的 乘法 表 ! 但 若 我 们 记 数 制 的 “ 基 " 用 7 来 取代 10 
的 话 , 背 诵 起 莱 法 的 “六 六 表 ”( 而 不 是 “ 刻 九 表 *”) 来 就 是 这 种 样 
F. 在 这 一 记 数 制 中 见 不 到 ?7,8,9;6 以 后 就 一 直 跳 到 两 位 数 
10, 它 意味 着 7( 十 进 制 ). 所 以 ,在 本 节 开 头 的 记 法 中 , “十” 便 相 
当 于 7 个 单位 . 

要 入 子 们 记 住 乘法 甫 是 相当 困难 的 ,在 我 们 的 十 进位 记 数 
制 中 掌握 乘法 运算 需要 大 量 练习 . 在 2X 4— 8 这 问题 上 ,直觉 帮 
不 了 我 们 什么 忙 . 我 们 党 得 那 是 理所当然 的 . 如 果 在 孩童 时 期 我 
们 所 学 的 是 七 进位 乘法 2X4= 一 11, 那 么 它 也 很 “自然 ”, 并 不 会 
比 2x4-—8 EXER. 

在 七 进 制 中 我 们 如 下 计数 1,2.3.4.5,6,10,11,12,13,14. 
15,16, 20,21,22,23,24,25.26,30, 等 等 ,然后 会 过 到 61,62, 
63,64,65,66,100, 等 等 . 第 一 个 二 位 数 不 妨 随便 起 个 和 名字; 为 了 
避免 混 清 ,可 以 是 它 “ 十 ”, 但 也 可 叫 * 七 "或 者 “ 权 ”. 七 进位 记 数 
制 中 的 某 数 并 不 意味 着 它 是 十 进 制 中 该 数 的 十 分 之 七 . SRE, 
? RAE YF 10 BARRE. 在 十 进 制 中 , 数 329 的 意思 是 3 + 10° 
十 2。10 十 9. 为 了 和 将 它 转变 到 以 7 为 * 基 ”的 数 制 ,我 们 连续 用 ? 
去 除 并 记 下 余数 , 亦 即 329 二 7 一 47 ,无 余数 ;147 二 7 一 6, 余 5,6 
7 一 0, 余 6. 逆序 书写 余数 ,相当 于 7 的 莱 舌 的 对 应 系数 ,于 是 十 
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进 制 数 329 即 相 当 于 士 进 数 650. 类 似 地 ,将 5218 改写 为 “我 们 
aj" ig cm pags. apo Fe fi 
余数 


-— — C D 


2 
它 是 七 进 数 21133. BRP CPR 21133 返回 十 进 制 , 则 应 把 每 
位 数码 视 为 7 的 乘 究 的 系数 并 进行 如 下 计算 . 例如 ， 
2«7 +i 7-17 +43.7 43 
= 4802 + 343 + 49 + 21 + 3 = 5218. 


上 面 所 说 的 连续 用 7 去 除 的 办 法 不 过 是 一 种 方便 的 办 法 ， 
用 以 决定 该 数 中 含有 的 ? REIKI FRB BRR, aot 
等 等 ,还 包括 它们 的 系数 . 因此 ,我 们 可 以 这 样 说 ; “7 = 16807 
是 太夫 了 ;7'==2401 EM 5218 中 包含 了 二 上 度 ;在 余数 416= 
5218—2 * 2401 中 ,7: 一 343 被 包含 了 一 次 ;在 新 的 余数 73 中 于 
一 49 被 包含 了 一 次 ;而 在 余数 24 中 包含 了 三 个 7 ;最 后 的 余数 
相当 于 末 位 数 是 3.” 


在 七 进位 世界 里 ,我 们 要 学 习 的 乘法 表 如 下 ，; 

1X1=1 1x2-2 1x3-3 
2x1=2 2x2=4 2x 3=6 
3x1-3 3x2-6 3X3=12 
4x1=4 4X2=11 4X3=15 
$x1-5 5x 2=13 5X 3=21 
6X1=6 6x 2=18 6X 3= 24 
1X4-4 1x5-5 1X6=6 
2 xX 4= 11 2x5=13 2x6=15 
3 X 4= 15 3X5= 2] 3X6 = 24 
4x 4= 22 4X 5 = 26 4X6= 33 
5X4 = 26 5x5 = 34 5X 6= 42 
6X 4= 33 6X5 = 42 6X6 = 51 

m 36 ERDAIDRER 


| 
e 
| 


Sok URES 


PEEL ik — FESR. 相 加 时 要 记 住 6 的 后 面 
是 10;16 的 后 面 是 20; 26 的 后 面 是 30;…*…;66 的 后 面 便 是 
LoT. 下面 的 加 法 算式 显而易见 ,其 中 出 现 的 数 都 已 经 是 七 进 
数 , 其 位 值 是 7 OSE. IE 10 RR. 
我 们 像 通 常 一 样 做 加 法 ,但 对 于 每 个 7 的 倍数 ,便当 成 七 进 
制 中 的 “十 ”并 进 上 一 位 ,而 将 余数 写 在 本 位 . 应 注意 数码 7,8,9 
是 绝对 不 出 现 的 . 
2514 
5603 
2051 
+ 6643 
23444 


只 要 参照 乘法 表 , MGE TE TOI D RES BRR MTR 


Js HERE RIO ITUR AREER, REGE SEED EMR 
3E 4E RS] SB Fl] AAR RREH. 


6542 

X 31905 

46003 

65420 
2625 6 

30322203 


在 这 里 , 积 的 第 一 行 值得 特别 为 之 作 一 些 说 明 ,. RRR. 
我 们 说 ,*5 3€ 2 BF 13,5 3 i£ 1,5 9E 4 SF 26D be KA 
1.55 30, FS 0 3 3,5 3€ 5 BH 34, 加 上 进位 的 3. SF 
40, FRE 0 3E 4,5 36 6 等 于 42, 加 上 进位 的 4, 故 得 46. "(假定 
进位 的 是 5, 那样 的 话 42 加 5 便 等 于 50.) 

无 须 多 言 ,此 外 还 有 其 他 “基数 * 的 进位 制度 一 一 有 些 人 人 主 
张 采 用 12 进位 制 . 这 时 , 需 发 明黄 个 新 的 记号 来 代表 10 与 11， 
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国 为 那 时 ,只 有 在 比 10 BEX 2 的 时 候 才 能 启用 二 位 数 ， 
由 于 数字 计算 机 的 广泛 使 用 ,近年 来 人 们 很 熟悉 二 进位 记 
Le9] 数 法 . 这 时 , 任 一 正 整 数 都 只 能 用 0 与 1 来 宕 示 . 例如 ,为 了 把 数 . 
54 转化 为 二 进 数 ,可 用 2 连续 去 除 此 数 直到 整除 无 余 , 这 时 的 
余数 就 给 出 相应 的 二 进 数 . BD; 


余数 


T p Qo = e C 


故 十 进 数 54 相当 于 二 进 数 110110. 

由 于 二 进位 记 数 法 中 只 用 两 个 记号 0 与 1, 这 就 使 它 与 下 
面 两 种 物理 系统 建立 起 一 一 对 应 关系 ; (1) 继 电器 触 点 的 闭 或 
开 ;《2) 电 新 供应 终 弹 的“ 正 ” 或 “ 负 ”. 二 进 制 记 数 法 之 所 以 在 数 
字 计 算 机 中 用 得 如 此 广泛 ,其 理由 即 在 于 此 . 

上 述 办 法 难免 有 点 混 活 不 清 , 不 妨 请 你 想 一 想 , 十 进 制 小 数 
或 分 数 与 非 十 进 制 的 分 数 应 怎样 互相 转化 . 建议 读者 去 参阅 一 
下 有 关 课 本 ,例如 克 里 斯 多 (G，Chrystal) 所 著 的 # 代 数学 3》?, 该 
书 对 此 课题 有 进一步 的 阐述 . 

一 个 数 用 二 进位 记 数 法 表达 时 ,2 的 方 桥 的 系数 只 能 是 0 
或 1; 这 一 事实 意味 着 ,任何 整数 都 可 表达 成 2 EXISTIT 
种 ,而 每 个 方 知 的 系数 都 为 1. 例如 54 二 2 十 2: 十 如 十 2 

就 三 进位 记 数 法 而 言 ,系数 是 0.126 2,0 ELTE, 2 写成 


© G. Chrystal, Textbook of Algebra (HA — 38, $2 £9 Dover 出 版 公司 ， 
1961 年 版 ), — FE. 
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(3— D X SE SHE , 任 一 正 整 数 都 可 表达 为 3 MATT RRS 


和 或 差 . 例如 数 65 在 三 进 制 里 对 应 于 : 
2-3 41°37? +2-3°9= (38-1937 -1* 3 4 3 — D? 
= 3'- 374+ 374+3'- 3% 

有 名 的 天 平 称 重 问题 与 最 后 提 到 的 表示 法 则 具有 密切 联 
系 . 由 于 2 的 若干 个 蒋 融 之 和 可 用 以 表示 任何 整数 ,因此 我 们 可 
以 用 1,2,4,8,16 SE BS D GE RO TE XCE E SEU EE DI ERE. 但 
是 ,3 DR T Pese E FH] EE EE — dE3XC LL VE HE RS 如 果 人 允许 
在 天 平 的 两 只 盘子 里 都 能 放 硅 码 的 话 . 此 事 其 实 对 应 于 加 或 碱 
3 AYRE. REA 1.3,9,27 了 磅 四 种 硅 码 ,就 可 以 称 出 直到 40 83 
为 止 的 任何 整数 重量 ,只 要 再 加 上 一 只 81 PERS RE RS, E RT PRI 
121 磅 ,如 此 等 等 . 

"A S m fu HR eL GE 2 与 除 以 2 的 农民 ， 
尽管 他 的 知识 装备 如 此 可 怜 巴 巴 , 但 他 却 能 做 任何 西 个 数 的 乘 
B. 例如 ,他 要 算 89X107, 首 先 ,他 把 它们 写 在 二 列 数字 的 开 
头 , 然 后 把 第 一 数 反复 地 除 以 2, 并 相继 书写 其 结果 . HRN , 余 
ARTAR. 第 二 列 的 数字 则 反复 滋 上 2, 也 同样 一 一 书写 出 
来 .最 后 ,他 只 是 把 第 二 列 中 对 应 于 第 一 列 中 奇数 的 那些 数目 
《下 面 我 们 用 一 个 星 叶 表示 ) 加 起 来 ,而 正确 答 数 居然 呈现 出 来 
了 .以 下 的 例子 是 以 充分 说 明 这 种 办 法 . 

89" 107 
44 214 
22 428 : 
11* 856 
5* 1712 


2 3424 
1* 6848 


HEA 89 + 107=— 1074856417124 6848 — 9523. 


[70] 


数论 妙趣 


这 一 做 法 的 理由 当然 不 难 理解 . 相继 用 2 去 除 89 实际 上 就 
是 在 把 它 表示 为 :: 进 数 ( 就 像 对 54 所 做 的 那样 ), 只 是 第 -- 列 中 
NRT ART RE Me EERE 2 HRA RR. 所 
以 .余数 是 1,0,0.1,1.0,1. 48 E ETE PF Hie RY 2 B ERE aK 
Bp 


89 = 1 * 240+ 2-1«* 2441+ 27406 240+ 2! - 1 27. 


TH. 
107 + 89 = 107 * 2* + 107 + 2* -+ 107 + 22 + 107 - 2° 


L71) = 6848 + 1712 + 856 + 107 = 9523. 
参考 文献 
Barlow, P. Theory ef Numbers. London: J. Johnson & Co. . 


1811. 
Chrystal, G. Textbook of Algebra. 2 vols. New York: Dover 
[723 Publications, Inc. . 1961. 
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在 小 学 里 ,小 数 ( 十 进 分 数 ?是 很 头痛 的 东西 ,可 是 支配 它们 
的 原理 与 性 质 却 很 有 趣 ,这 在 少年 儿童 的 心目 中 是 很 难 梦想 到 
的 . 让 我 们 先 来 复习 一 下 某 些 简 单 分 数 ， 


1l. 
3 
l. 


4 
1 

5 

l 

6 


9. 3337 


0. 25 


0. 2 


0. 16667 


= 0.142857142857'- 


I 
2 
k 
- 
= 
an 


l 

o 
e 
O 
o 
e 


= 0.076923076923:- 


mm 
c 


At ZEA RE ARE BY 98 — Br PR 


1 3 


重复 ,有 些 在 前 几 位 小 数 之 后 开始 循环 ,还 有 一 些 ( 例 如 方 ,证 ， 


圳 ) 则 周而复始 地 有 好 几 位 循环 数字 ? 绝 大 多 数 读者 可 能 已 经 
知道 这 样 一 个 事实 ;若菜 一 整数 的 倒数 可 表达 为 有 限 小 数 ,其 必 
要 条 件 是 该 整数 只 含有 2.5 的 方才 ,或 兼 而 有 之 . 在 不 超过 100 
的 正 整 数 中 ,这 类 数字 是 2,4,5,8,10,16,20,25,32,40,50,64， 
80,100, 这 些 数 都 只 包含 2 与 5 的 方 秋 ;因而 它们 的 倒数 均 为 有 
限 小 数 . 除 此 之 外 ,就 没有 了 . 举 一 个 例子 :去 =o. 015625. 

倒是 在 此 之 外 的 整数 ,可 以 提供 小 数 方 面 的 娱乐 性 材料 . 为 
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了 理解 循环 节 , 较 方便 的 办 法 是 用 给 定 整 数 去 除 10 的 一 个 乘 


TE. 例如 对 ?7 的 倒数 ,我 们 考虑 10/7. 由 费 马 小 定理 1007 m 
1 mod pp: 也 就 是 说 ,我 们 需 将 10 自 乘 到 不 大 于 p 一 1 的 某 个 指 
数 , 以 使 得 它 在 被 素数 p 去 除 时 余数 是 1. 有 时 ,指数 可 能 是 一 
个 较 小 的 数 , 这 种 最 小 指数 必 为 p-1 的 因子 . 如 果 10 
1 mod 户 ; 此 处 z 是 给 出 余数 1 的 最 小 指数 , 则 ce 表示 pp 的 倒数 
家 为 小 数 时 ,其 循环 节 的 位 数 . 

由 费 马 小 定理 ,10: 二 1 mod 3, 但 较 小 指数 1 即 已 有 性 


Hi 10 = 1 mod 3, 因 而 言 在 小 数 第 一 位 就 开始 循环 , 事 
实 上 二 二 0. 333--. 类 伏地 10: 圭 1 mod 7; 但 此 时 小 于 6 的 
指数 将 不 能 使 同 余 式 成 立 , 故 知 寺 的 循环 节 有 六 位 ,而 实际 上 地 


二 0, 142857142857…. 当 余 数 为 1 时 要 出 现 周而复始 的 捕 况 , 因 
为 开始 时 被 除数 是 1 ,此 时 ,第 七 次 的 余数 将 也 是 1. 此 外 ,10" 寺 


1 mod 11.(H 10: 寺 1] mod 11, 所 以 二 的 循环 节 有 二 位 ,而 实际 
Ł+Ł=0. 0909+, 

继续 进 到 较 大 素数 ,尽管 107251 mod 13, 但 能 使 同 余 式 成 
立 的 最 小 指数 为 6, 从 而 二 的 循环 节 有 六 位 , 即 二 一 
0. 076923 076923…, 对 素数 17 来 说 ,必需 把 10 升 高 到 16 次 


方才 能 使 余数 为 1. 10 称 为 数 17  —4 Ri HA = 
0. 0588235294117647---. EL OE SF S 0 开始 .同样 ,10 也 是 19 


的 一 个 原 根 ,故而 十 的 循环 节 有 18 位 . 表 37 给 出 了 10 除 以 素 


Co 时 余 1 的 最 小 指数 。, 从 而 表示 性 化 成 小 数 时 循环 节 的 位 


数 . 数 10 被 说 成 < 属于 。, 模 p. ”值得 注意 的 是 ,在 1 与 100 之 
— 90 — 


Bak REAR, 


间 的 23 个 奇 素数 中 ,10 RER PAT RRR. RAT T 

号 表示 . 小 于 100 的 最 大 素数 为 97, 而 10 是 97 的 原 根 ,从 而 二 
必须 进行 到 96 位 小 数 才能 出 现 循环 ! 如 果 这 能 算是 很 大 工作 量 
的 一 桩 事情 ,那么 请 想 一 想 一 个 姓 赫 德 还 ( 克 . H. H. Hudson) 
的 人 ,他 竞 然 不 厌 其 烦 地 算出 了 185] 的 1860 位 循环 节 ,还 有 一 


个 威廉 .向 克 斯 (William Shanks), (t T Ls if 17388 
位 循环 节 . 

1863 26, 35. 3E fft (Suffield) 5 fe B (Lunn FRU A E dt 
发 明 的 一 种 综合 除法 “新 "方法 的 解说 中 ,算出 了 元 55 的 7698 
位 循环 节 . 但 法 国 数学 家 全 利 叶 (Fourier) 早 在 19 世纪 上 半 叶 
就 已 发 现 了 此 种 方法 ,其 后 又 被 多 次 重新 发 现 .《 圣 经。 传道 书 》 
的 作者 写 道 ,“ 太 阳 底下 没有 新 事物 . ”现在 已 经 完全 弄 清楚 : 何 


RR p 最 小 指数 。 RR p 最 小 指数 e 

1 47t 1 46 
70 1. OO 6 53 13 
11 2 59t T 58 
13 6 slt + 60 
vtt 16 67 38 
lot T 18 71 35 
23t + 22 73 8 
291 + 28 79 13 
31 15 83 41 
37 3 89 44 
41 5 971 t 96 
43 21 


37 RRS F 97°. 10 所 展 之 指数 


D RH + 导 素 散 的 原 根 . — ME. 
D eio ep M 1 一 1 能 被 素数 p Bie. —~ E. 
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,二 的 等 价 物 是 有 限 小 数 ,地 的 循环 节 有 一 位 ,地 有 六 


位 ,何以 一 般 二 有 。 位 ,其 中 。 是 使 10' 王 1 mod p 成 立 的 最 小 正 
整 

dx 37 仅 不 过 是 一 张 虎 大 无 比 的 表格 的 开头 部 分 ,有 许多 计 
算 者 竟然 愿意 献 出 一 生 的 大 部 分 时 光 从 事 这 项 工作 而 别 元 报 
BH. 威廉 ， 向 克 斯 真是 一 个 精力 充沛 的 幽灵 《是 他 把 圆周 率 算 到 
707 位 小 数 ,但 只 正确 到 前 面 528 位 ), 他 居然 把 120000 以 下 所 
有 素数 的 倒数 统统 算 了 出 来 , 我 们 已 经 知道 10521 mod 97 ,并 
懂得 如 有 较 小 的 指数 能 使 该 同 余 式 成 立 , 则 这 些 指数 必 为 96 的 
因子 . 因此 ,必须 检查 107,105 ,10*105,105,107,105, 1075, 10, 
10* 在 被 97 去 除 时 能 否 得 出 余数 1. 注意 :这 仅仅 是 一 个 察 数 的 
工作 量 . 请 想 一 想 ,把 所 有 120000 以 下 的 素数 统统 算 一 下 要 花 
费 多 少 精 力 . 当然 ,其 中 有 许多 窒 门 ,向 克 斯 也 曾 参 考 计 前 人 已 
编 出 的 较 小 表格 ,但 即便 如 此 ;工程 依旧 十 分 庞大 . 然而 ,在 他 身 
后 的 研究 者 ,例如 龙 伦 ， 克 宁 汉 (Allan Cunningham) 8E BE 32 [5] 
克 斯 的 计算 全 部 复核 一 遍 ! 

人 们 对 这 些 在 地 球 的 各 个 角落 里 帮 出 不 懈 努 力 的 人 感到 不 
可 理解 ,他 们 在 一 种 难以 表达 的 冲动 下 打算 为 世上 小 小 的 知识 
"E EE S TE BL EL. 如 果 人 们 走 进 图 书馆 里 的 冷 角落 ,一 头 投 入 尘封 
的 卷 帷 ,一 页 一 页 地 走 近 那些 由 德国 人 .法 国人 、 意 大 利 人 .美国 
人 .英国 人 精心 编制 的 数字 表格 ,一 种 超越 国界 与 偏见 .歧视 的 
科学 同志 感情 就 会 从 他 的 心底 里 油 然而 生 . Dn n S ERU] 1873 年 
《伦敦 皇 家 学 会 公报 ?第 22 卷 ,看 看 向 克 斯 所 作 的 计算 下, 你 就 
会 得 到 这 种 启示 . 


QD ”如果 读者 有 机 会 查阅 这 些 文献 , 候 将 发 现 皇 家 学 室 印 制 的 表 档 截止 于 素数 
29989 ,但 皇家 学 会 的 成 就 记录 则 保存 了 直到 120000 为 止 的 作者 手稿 . -——— INE. 


Enk ERNXE 


* * * 

1/7 = 0.142 857-- I/17 = 0, 05882352 94117647--- 
2/7 = 0. 285 Fler 2/17 = 0.11764705 88235294: 
3/7 = 0.428 571: 3/17 = 0. 17647058 82352941 


4/7 = 0.571 428+ |14/17 = 0. 82352941 17647058% 
58/7 = 0.714 285" |15/17 = 0. 88235204 11764705% 
6/7 = 0.857 142:—- |16/17 = 0. 94117647 05882352--- 


38 55 ha 


* 38 的 分 数 表现 出 一 个 奇妙 性 质 . 地 的 每 一 整数 倍 仍 是 同 
样 六 个 数码 的 重新 轮转 . 对 十 的 16 个 倍数 来 说 也 有 类 似 的 性 
Bi. 对 于 以 10 为 原 根 的 一 切 素数 的 倒数 都 是 如 此 ,例如 证 ,站 ， 

l 
2,55. 

由 于 P pap» ATH p—1 ER , 故 当 10 > FE AB . t 
环节 的 p 一 1 位 小 数 可 以 等 分 为 两 组 , 值得 注意 的 是 两 组 中 的 
对 应 数码 之 和 恒 等 于 9; 因 而 ,如 果 我 们 已 经 求 得 了 前 一 半 循 环 
节 , 那 么 只 要 用 9 减 去 对 应 数码 , 即 能 轻而易举 地 写 出 循环 节 的 
后 一 半 . | 

此 性 质 不 光 是 对 10 为 原 根 的 一 切 素数 成 立 ,而 且 对 循环 节 
含有 侦 数 位 数码 的 任何 素数 也 成 立 . 例如 ,13 的 循环 节 有 六 位 . 
3: 37 告诉 我 们 .31,37,41,43,53.67,71,79 与 83 HRT Ss 
有 奇数 位 数码 ;因此 ,对 这 些 素数 而 言 , 就 无 所 谓 半 循环 节 .但 对 
100 以 下 的 其 余数 码 来 说 ,其 循环 节 都 是 含有 偶数 位 数码 的 ,从 
而 前 、 后 两 个 半 节 的 对 应 数码 之 和 一 定 是 9. 

合 数 的 倒数 即使 其 循环 节 含有 偶数 位 数码 ,也 未 必 具 有 这 
种 半 节 互补 性 . 例如 合 数 403 的 循环 节 有 30 位 , 亦 即 
002481389578163 771712158808933 ,但 这 两 个 半 节 并 不 互补 ， 


这 是 由 于 403 一 31 13, 而 二 的 循环 节 含 奇 数位 数码 ,从 而 影响 
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atoa 


了 结果 . BHATA ae A ELBA 3 这 个 因子 ， 
而 地 的 循环 节 有 着 奇数 位 数码 . 
决定 循环 节 的 具体 数字 有 许多 办 法 . 较 方便 的 是 ,在 除法 中 
出 现 较 小 余数 时 车 已 求 出 许多 位 数码 , 则 可 利用 乘法 ,一 下 子 写 
出 后 继 的 许多 位 数 来. 例如 ,由 于 10 是 97 BAe A 
96 位 循环 节 - 先 用 普通 除法 进行 计算 ,我 们 得 出 


1 _ 5 
9; = 0. 01030927835 97° 


余数 总 正好 是 而 的 五 倍 ,因此 后 继 的 11 位 数字 肯定 必 是 
已 求 出 的 前 11 位 数字 的 五 倍 , 亦 即 05154639175, 而 5| $) = 


加 是 新 的 余数 . 此 时 ,分 于 又 是 一 个 较 方便 的 乘 数 ,因为 科 


上 25 Bp Ag 34 FFE 100( 只 要 把 小 数 点 向 右 移 两 位 ?再 除 以 4. 对 
目前 已 经 求 得 的 22 位 数码 执行 此 种 运算 ,我 们 得 到 
1. 03092783505154639175, 后 者 在 除 以 4 后 ; 便 给 出 紧 接 于 后 的 
22 位 数码 :2577319587628865979375, 再 附加 一 个 余数 25 + 25 
—625. HÆ., 


625/97 = 6 S, 
故 应 在 已 算出 的 结果 中 加 上 6, 即 把 最 后 两 位 数码 由 75 EPH 
81 ,并 对 余数 43 继续 作 除 法 . 下 面 四 个 数码 是 实际 执行 43 二 97 
的 结果 ,得 4432. 这 时 由 于 相当 于 半 周 期 的 48 位 数码 都 已 来 
得 ,于 是 根据 上 述 性 质 , 后 半 丑 期 马上 即 可 一 举 求 出 . 总 之 ,真正 
做 除法 只 做 了 15 次 ,96 位 循环 节 模 都 求 出 来 了 , 全 部 循环 节 
是 : 


1 


Rue SUNIS 


97 —0. 010309278350515463917525773195876288659793814432 


989690721649484536082474226804123711340206185567--- 


戎 后 ,又 是 0103… 卷 士 重 来 ! 


如 果 10 不 是 p 的 一 个 原 根 , 情 况 就 有 所 不 同 . 
第 一 组 第 二 组 


L/13 = 0,076 923-- | 2/13 = 0.153 846-- 

3/13 = 0, 230 769---| 5/13 = 0.384 615:- 

4/13 = 0.307 692-^| 6/13 = 0.461 538 

9/13 = 0.692 307+! 7/13 = 0.538 461*» 

10/13 = 0.769 230… | 8/13 = 0.615 384-+ 

12/13 = 0. 823 076^ | 11/13 = 0. 846 153+ 
34-39 Smart 


这 里 有 两 组 循环 轮转 的 配置 , 在 同一 组 中 ,同样 六 个 数码 像 


走马 灯 似 地 转圈 子 ,但 开头 的 数码 不 一 样 . 如 果 109 EA 
的 指数 , 即 比 p 一 1 的 一 半 还 小 , 则 我 们 就 有 更 多 的 组 . HR 
以 37 为 分 母 的 36 个 分 数 可 分 为 12 组 ,而 每 组 都 有 不 同 数 字 在 
转圈 子 . 12 组 里 头 ,每 组 都 有 三 个 分 数 ,因为 10: 三 1 mod 37. 但 
1021 mod 41, 因 此 对 击 的 各 整数 倍 来 说 , 共 可 分 为 八 组 ,而 
每 组 都 有 五 名 成 员 . 

组 别 分 数 


1/12:0.02439. 10/4120,24390. 16/4170.39044 — 18/41 =0.49902 3741-0. 020 
2/41=0.04878 20/41— 0.48780 32/410. 78048. 22/41—0.80487.— 36/4 0. 87M 
3/41-0.07312.— 2/41—0.17073. 13/41 = 0.31707 28/41—0,70791.— 30/4150. 73170 
4/41=0,09756 23/41=0.56097 25/41=0.60975 31/170. 75609 — 40/41 —0. 97560 
5/1-0.1215.— 3/4170.19512.— 9/41-0.21951. 214150,51219.— 39/41—0.95121 
$/4-0.146:4 AAO HMG 17/40-041463. 9A = 0.4638 26/470, 64H 
11/41=0. 26829 12/41=0. 29268 26/41=0.68292 34/41 0.82926. 30/41 0. 92682 
15141=0, 36585 22/41—0,53658. 24/41=0,58536 27/41=0.65853 35/41 - 0. 85365 


a 
» 40 F DERG 
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atta 

在 小 于 100 并 用 作 真 分 数 的 分 母 的 整数 中 ,49 是 一 个 较为 
独特 的 合 数 .车 与 49 互 质 , 则 一 切 分 数 各 都 是 同样 一 些 数码 
在 轮转 . 此 种 分 数 一 共 有 42 个 ,而 每 个 分 数 都 有 42 位 循环 节 . 


i = 0. 020408163265306122448 979591836734693877551++ 


而 


i9 061224489795918367346 938775510204081632653--- 


如 此 等 等 :其 时 ,后 一 个 分 数 的 第 二 位 数码 是 前 一 个 分 数 的 第 
14 位 数码 , 具有 此 类 性 质 的 合 数 是 大 于 3 EP RHE, 
而 且 10 必须 是 该 素数 的 一 个 原 根 . 


* * * 


在 绝 大 多 数 情 况 下 ,一 个 素数 乘 数 pr 的 倒数 的 小 数 展开 
式 ,其 循环 节 的 位 数 是 r， p'', 这 里 的 是 广 的 循环 节 位 数 . 
例如 ,让 有 着 二 位 循环 节 09, 从 而 二 ;的 循环 节 有 22 位 ;证 的 特 
环节 有 6 位 ,于 是 二 的 循环 节 有 6 + 13°=1014 fit. 

PME SIE AMES — LE FUR UHR 5 RE 


节 位 数 相同 ;2253 的 循环 节 有 486 位 ,与 27 的 情况 一 样 . 在 1000 
以 下 的 案 数 中 ,再 也 没有 其 他 素数 具有 如 此 稀有 的 性 质 ， 


商 与 余数 的 循环 轮转 可 以 通过 一 种 有 趣 的 图 解 方式 来 显 
示 , 如 图 2. 内 环 给 出 了 地 的 商 ,而 外 环 给 出 了 余数 ,开始 于 星 号 


下 面 的 一 个 数码 , 按 硕 时 针 方 向 前 进 . 
l. 在 商 的 图 周 中 ,处 于 直径 两 端的 数码 , 相 加 之 和 等 于 9. 


Suk EFNIS 


1 
B2 35 的 循环 节 


2. 处 于 直径 两 端的 余数 之 和 是 29. 
3. 任 一 分 数 的 循环 节 ,例如 如 可 用 下 法 得 出 ,首先 在 外 环 
的 余数 图 中 找到 13, 在 内 环 中 ,与 之 相应 的 商 为 3. 然后 , 按 顺 时 


针 方 向 ,3 后 面 的 下 一 个 数码 是 4, 于 是 可 以 马上 写 出 站 一 
0. 448275867. 

通过 制作 这 种 图形 转盘 ,易于 发 现 循环 小 数 的 一 些 其 他 性 
Bi. 

有 趣 的 是 ,可 以 按照 一 种 完全 不 同 于 有 限 或 循环 的 模式 来 
写 出 小 数 . 我 们 在 此 只 能 略 作 介绍 ,因为 它 将 把 我 们 领 得 很 远 并 
Hy 0 ESE AR RE 28 FE. 小 数 0. 101001000100001 EM ELTE 
规律 :1 后 面 的 0 的 个 数 每 次 都 递增 一 个 .这 个 数字 也 可 记 为 : 


107! + 107? + 107* + 107 十 10-5 十 … 47 10770*072, 
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189) 
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在 此 ,指数 为 … 个 三 角形 数 ( 参 阅 第 18 章 ), 也 就 是 一 个 等 差 数 


列 之 和 , 还 有 
0. 1101000100000001…， 
这 里 的 1 占据 着 第 1,2,4.,8,16,…,2" 位 ,相当 于 
jo ' 4-107 4-10 * 4 107 + 4r 1077, 


指数 成 一 几何 数列 . 更 复杂 的 是 0. 11101010001010-+ ,这 里 的 1 
占据 着 第 1,2,3,5,.7,11,13 位 , 亦 即 率 数 位 置 ?. 然后 是 
0. 123571113171923 ,这 是 把 素数 按 其 自然 顺序 写 下 来 的 小 
数 . 

1823 Œ, SH} - -tR (Henry Goodwyn) TE RE E — 3K 
107 页 长 的 表 , 给 出 了 分 母 小 于 1024, 且 与 10 互 质 的 (包括 素数 
与 合 数 ) 一 切 分 数 的 小 数 展开 式 . Bin hs ,127，T27 ,等 等 全 都 
算出 来 了 . 如 果 这 袜 事 情 很 受 欢迎 , 龙 德 温 无 疑 会 编 出 更 多 表格 
来 ,然而 公众 对 此 缺乏 热情 . 英国 皇家 学 会 在 1842 年 购 进 了 他 
的 大 量 未 刊行 的 分 数 手稿 . 我 们 遗憾 好 指出 ,三 十 年 之 后 ,皇家 
学 会 的 档案 里 根本 找 不 到 手稿 记录 ,人 人 们 眼 门 前 也 许 会 出 现 一 
PER EP BR A EE HE FE Ee ae EBB 
ARR Rx [e SOR] RRR Pob e 3 2n 89 P 99. 真是 一 度 
荣华 ,转眼 即 逝 侨 . 

每 个 循环 小 数 , 不 论 它 的 循环 节 有 多 么 长 (但 必须 有 终止 的 
时 候 ) ,都 是 一 个 有 理 数 , 即 可 表示 为 两 个 整数 之 商 . 要 求 出 这 一 
分 数 (从 分 数 化 成 小 数 的 逆 过 程 ), 我 们 可 按 下 法 进行 ; 设 入 = 


Q 西方 数学 书刊 中 常 有 人 把 1 列 作业 数 . GRIN DREAM 2 开始 +1 
RRR. — (ik. 


Gwe NINBIXSU 


0. 076923076923… ,循环 节 有 六 位 . 于 是 105N — 76923. 076923 
e. RH JAW. EP19 099999N = 76923. 因此 就 有 NN 二 76923/ 
999999 — 1/13. 用 另 一 个 来 再 算 一 下 , 设 N 一 0.0731707317*…， 
循环 节 有 五 位 .于 是 10°N=7317. 07317, 10N ——N — 99999N 
二 7317. 所 以 


_ 7317 _ 3 
N= 99999 4l 
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B 第 1 章 unu “111 


由 清一色 的 1 重复 有 限 多 次 所 组 成 的 数 引 起 了 人 们 很 大 的 
兴趣 ,为 了 求 出 它们 的 因子 而 花 掉 不 少时 间 . 11 111 111 111 
111 111 有 没有 因子 ,如 果 有 的 话 , 又 是 什么 ? 这 类 数目 可 记 为 


10* + 1077' 4-107 ++ o 10 + 104 1, 


A FE iP AREA ARRIE JL for 208 S $0. 8148 (0O07* —- 0079. 上 
xb 17 位 数 可 记 为 (107" — 15/79 ,而 问题 转化 为 怎样 找到 形 如 107 
一 1 的 数 的 因子 . 

有 时 把 全 由 单独 数码 重复 若干 次 而 形成 的 数 叫做 清一色 
数 , 为 了 方便 起 见 ,本 书 作者 起 用 了 一 个 专门 名 词 * 重 一 数 ”( 重 
Ee 1) ,以 表示 金 然 由 清一色 的 1 所 组 成 之 数 . 

当 重 一 数 的 位 数 为 素数 时 ,作者 就 他 所 知 , 有 关 其 因子 情况 
的 “最 新 ”信息 列举 在 表 41 之 中 . 我 们 将 回忆 得 起 ,在 第 3 章 讨 
CHA RH SESS y 是 合 数 时 ,此 类 二 项 式 易 于 析出 因子 ， 
因而 仅 当 y 为 素数 时 ,判别 数 的 特性 才 有 点 困难 . 讨论 梅 桑 数 用 
过 的 办 法 在 分 解 a 一 1 形式 的 数 时 也 有 帮助 ,只 不 过， 现在 的 底 
数 是 10 而 不 是 2 而已. 

RERO hE, =] mod p. 4 p 为 率 数 时 ,p 一 1 是 
偶数 . 因此 定理 不 能 直接 应 用 到 a7 — 1 形状 的 数 ,这 是 由 于 z A 
素数 , 故 一 般 为 奇数 . 对 梅 柔 数 而 言 ,底数 是 2, 第 3 章 中 已 讲 
过 ,车 p 为 8r 十 ?形状 的 数 , 则 指数 可 以 减 半 而 不 影响 可 除 性 ， 
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[831 Bp 27*?z:] mod 8r 十 7. 表 7 了 7 列 出 了 形 如 4 十 3 且 不 超过 257 的 
素数 ,以 及 相应 的 可 收 除 2" "一 1 的 素数 837 十 7, 对 底 10 而 言 ， 


> 一 个 素数 R,-u0— D/9 的 因子 性 质 
] 1 RRL 
2 11 eH 
3 3-37 at 
5 41+ 271 E: 
7 239 + 4649 ae 

n 21649 + 513239 ak 
13 53 * 79+ 265371653 & 
17 2071723 * 5363222357 «au 
19 IIIIIIIIIIIIIIIIIII 素数 
23 22111111111111114]1111t 素数 
29 3191 - 16763 - 43037 - 62003 - 77843839397 oe 
31 2791+? ae 
37 ? a 
41 83* 1331 +? eu 
48 173+? & 
47 ? ? 
53 107 * ? 会 数 
59 ? 1 
61 783 * 4637+? e 
67 493121 * ? 合 数 
?] ? ? 
73 ? ? 
79 317 * 6163 » 10271 + ? eu 
83 ? ? 
89 497867 « ? seu 
97 1 1 
Sa “ 重 一 数 " 的 因子 ， 
[84] R,=1i1-…111G T D-9—15»/9 


o 原文 如 此 .西方 国家 的 数学 书 中 , 常 有 把 1 AERA RES AMIE. 
BOUE HERR. BORA. 一 一 译 者 注 . 
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也 有 一 个 类 似 关系 , 设 p 为 素数 , 且 具 有 以 下 形式 40r +l, 40r 
士 3,40r 士 9,40r 土 13 之 一 , 则 有 


10 =1 mod b. 


Frs EAR CX RES KEE EDS RU 


已 经 知道 加 何 利 用 普通 代数 知识 对 合 数 指数 情况 的 an — 1 进行 
因 式 分 解 . 但 当 z 为 素数 时 ,没有 代数 方法 可 用 ,这 时 上 面 的 关 
系 式 如 可 利用 , 即 能 用 于 分 解 必 一 1. 小 于 100 的 z 的 素数 值 ， 
使 p 也 是 上 述 八 种 形式 之 一 的 素数 ,上 只 有 41 与 53, 与 之 对 应 的 
p 值 是 83 5j 107. 

故 知 10" — 3 能 被 83 1$ 52.107 — 1 能 被 107 整除 . 在 
探索 重 一 数 的 除数 时 尚 有 一 些 定理 可 用 ,但 从 总 体 看 来 ,在 
我 们 的 知识 方面 还 存在 着 很 大 的 黑洞 ,正如 表 41 所 显示 的 那 
TÉ. 

尽管 表 41 HOS EO de dd 10 —1 8 e SEX IET 
BEGET HE, BD (di Sic CD FRU dE ERE E n E 
小 的 上 限 100 3E UE, Fb ERR 85 — 59 y 值 . 也 还 有 大 重工 
必要 做 . 设 y 是 3 的 某 个 偶数 倍数 , 璧 如 说 48, 让 我 们 试行 分 
解 一 下 它 所 对 应 的 数字 . 显然 10* 一 1 是 平方 差 , 故 可 分 解 成 
《10+ 十 1) (10* 一 1). 第 一 个 因子 是 两 个 立方 数 之 和 , 故 可 分 解 
3 O0*43- D (010 一 40: 十 1); 第 二 个 因子 仍 是 平方 差 ,因而 可 以 
继续 分 解 . (LR 1075 — 10^ 71 这 样 的 表达 式 简 直 哺 不 动 ,很 难 分 
解 “ 人 代数” 上 看 来 ,这 是 个 素 因 子 , 没 有 件 么 一 般 方 法 可 使 它 分 
解 为 两 个 次 数 较 低 的 实 因 子 , 特殊 情况 下 ,这 种 表达 式 可 能 会 有 
因子 ,但 是 10 —10*--1— 9 999 999 900 000 001 则 是 一 个 素 
数 . 要 判定 这 一 点 并 非 易 事 ,直到 最 近 才 把 它 弄 清楚 . 下 面 的 奇 
怪 表 格 似乎 表明 在 很 小 范围 内 此 类 数字 呈现 某 种 规律 性 ,然后 
HABLE T. KARR ERE HMB A SLM, oe ME 
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有 多 么 危险 ! 
x (a? —a! +1) tr 值 性 质 
1 105 -— 104-1 91 合 
2 10* - 1071 9901 素数 
3 105—10*4-1 999001 & 
4 1o*—10°+1 99990001 RH 
5 ]0'"—10 +1 9999900001 ay 
6 jo" — 10°+1 999999000001 素数 
7 109—101 99999990000001 & 
8 10'^—10*4-1 9999999900000001 X 
9 10*— 1974-1 999999999000000001 合 
10 10°*— 10"'+1 99999999990000000001 合 
GE c RN 
$n (aU—a c DESEE T EIER DECRE 
[85] Ca* - Die + DOSEER E RHR) 


如 果 我 们 想 完 成 105 — 1 的 分 解 ,就 要 把 10" — 1 继续 进行 
因子 分 解 : 
10*—1 —(CI0"7-- DGO*4- D GO 5000 —1) 
—(10! 3-1» (105 — 105 4-1) C105 -- 15 (10 — 105-15 
x(104-19) 010—162 10 C19— D COO. +1041). 


LEHM $610]. 55 — 5 SEPULT- ER TP 18 1 ECC. 第 一 因子 
10* 2-110001 数值 很 小 ,在 久子 表 中 可 以 查 到 它 等 主 73， 
137. 因子 10 十 1= 101 是 个 素数 ;10 十 1 二 11 WERE: 


10 10+1=91=7*13; lO-1=9=3'; 
而 
10 +10+1—~111 = 3° 37. 
因子 10°+1 可 被 17 整除 ,而 其 商 5882353 ERN. TE 
10* —1 的 最 线索 因子 分 解 为 ， 


17 * 5882353 * 9999999900000001 * 73 + 137 
一 104 一 


*uxX mii 


+ 99990001 + 101 * 9901 * 11 * 7* 13 * 3? * 37. 


由 此 可 见 ,把 数码 1 重复 48 的 数 , 亦 即 (10* 一 1)/9, 基 本 上 就 是 
以 上 分 解 结果 ,只 需 用 3 来 替代 SELBE IV AERE E83 9. 

3& 41 中 非常 简练 的 话 “ 素 数 ” 或 “ 合 数 ” 对 于 诸如 (10” 一 
10/9 这 样 的 * 重 一 数 ” 所 提供 的 信息 未 免 过 于 贫乏 了 . M + HK 
契 克 在 其 专著 人 数论 研究 ?的 第 二 卷 里 曾 专 门 花 费 一 章 篇 幅 , 详 
细 措 述 了 他 用 一 香 心 血 以 证 明 该 数 确实 是 一 个 素数 , 此 事 的 工 
作 量 十 分 庞大 ,其 中 也 不 无 幽默 情趣 ,因为 他 的 结论 与 雷 黑 博士 
( 见 第 3 章 ) 的 结论 显然 并 不 一 致 . 野心 勃勃 的 读者 们 ,你 们 不 要 
急 急忙 忙 地 去 探讨 (107 一 1)79 ,最 好 还 是 先 去 参考 一 下 克 莱 砚 
克 的 著作 ， 

10 的 高 次 方 并 非 只 是 单纯 的 数学 游戏 , 虽然 这 同 我 们 此 处 
的 讨论 有 点 文 不 对 题 , 还 是 值得 提 一 下 ,在 长 距离 传输 线 上 . 电 
话 交 谈 大 致 被 放大 了 10'7"£8. 哥伦比亚 大 学 教授 爱德华 * 卡 斯 
fij (Edward Kasner) 曾 有 过 异想天开 的 说 法 ,他 把 10 m] i — 
A XE AR” Cgoogol ) ,而 把 109^ my i — 4p ^3 3c 3€ P eH” 
( googolpiex). 因此 40000 4} 91 (4000 贝 ?的 电话 交谈 衰减 受到 
T Bit (googol) "MRK. 这 种 超 天 文 数 字 到 底 是 什么 样子 ?我 
们 不 妨 作 个 比较 ;150 亿 光 年 (美国 加 利 福 尼 亚 州 大 橡树 地 区 的 
射电 望远镜 所 能 观测 到 的 最 大 距离 ) 与 小 小 的 原子 核 半径 之 比 
也 不 过 是 10* 而 已 ， 
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第 12 章 欧 拉 函数 


在 与 欧 拉 的 % 画 数 打交道 时 , 某 些 看 来 似乎 平 铺 直 孝 的 问题 
会 对 粗心 大 意 者 形成 许多 陷阱 . 该 函数 是 小 于 一 个 给 定 称 数 并 
与 之 互 质 的 整数 个 数 , 如 果 人 们 要 把 一 个 相对 说 起 来 较 小 的 数 
目 , 和 例如 72, 表 为 “素数 梭 的 连 乘 积 ”, 一 般 不 会 磁 到 什么 特殊 困 
XE. 我 们 把 该 数 分 解 , 就 像 是 一 个 化 合 物 被 分 解 成 它 的 组 成 元 素 
那样 . 素数 就 是 算术 里 头 的 元 素 . 多 次 用 2 与 3 去 除 72, 最 后 得 
到 72 二 2 e 3 类似 地 120=2。3。5; 而 明显 看 得 出 其 中 含有 
2,3,5 因子 的 60840, Fe PT UL A REL 22 e 5.137. 我们 已 
注意 到 ,任意 正 整数 六 分 解 为 素数 等 连 乘积 的 一 般 表 达 式 是 


N = prpeppe pr. (AR A) 
在 教科 书 中 已 证 明 , 小 于 NN 并 与 之 互 质 ( 除 1 之 外 无 其 他 
公 因 子 ) 的 整数 个 数 可 由 下 式 给 出 : 


PON) = pu (b, — Dpr Cp, — 1) 

€ pe ' (py — 1) pe l(a, — 1). 

(公式 B) 

IR REOS ON) RECN 的 $8”,#$ 是 一 个 希腊 字母 ,发 音 为 

fee. fain: 
$02) = $02 + 39) = 2°(2 — 1) 31063 — 1) 
=4+e1+3+2= 24, 
一 107 一 
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$020) = 423-52 = 2°02 — D 30063 — D *5'6— D 
-451*:1-*:2-*«15:4—32. 


$€0508400 = $(2° - 3° +5 + 13) 
= 2¢2— 1) ° 3'3 — 1) +595 — D-*13'(13— 1) 
—4-1-23-*2-*1*4*13-*12 = 14976. 


值得 注意 的 是 当 - -素数 在 公式 A 仅 出 现 一 次 方 时 ,由 于 加 = 1， 
从 而 它 在 公式 B 中 不 再 出 现 ". GE Eh Fi OR”. EA 
他 许多 原因 ,许多 趣 题 即 随 欧 拉 名 函数 而 来 . 

[ ,对 某 个 给 定数 ,用 公式 B 来 表达 5=#$CN), 究 竟 有 和 多少 
种 方法 ?要 求 把 它 全 部 求 出 来 ,并 为 之 提供 一 种 实际 可 操作 的 办 
B. 

L. Wik $OND ARM -- OTN. 

和 有. 找 出 不 能 纳入 这 一 表达 形式 的 数 5. 

解决 这 些 问 题 时 其 至 不 一 定 要 知道 KN) 的 意义 ;小 于 NN 
县 与 之 互 质 的 整数 个 数 , 纯 然 从 形式 上 看 问题 ,公式 AGEXT 
一 个 数 N, 而 公式 BB 只 是 N 的 一 个 函数 , 只 要 根据 这 两 个 公式 
即 可 解决 问题 . 但 对 一 给 定数 5 求 出 所 有 的 入 ;还 是 需要 一 些 机 
智 ,并 在 实践 时 找到 -- 些 具体 操作 规则 . 

在 第 1 类 问题 中 , 若 5=6, 则 31(3 一 1 肯定 是 一 种 通过 公 
zt B 来 表达 它 的 办 法 . 若 5=8, 则 有 一 解 是 22— D. 但 是 , 尽 
管 我 们 试 而 又 试 ,b= 14 却 无 法 作出 这 种 表达 . RAB Fo 
二 10 好 像 也 是 这 样 ,可 是 11'(11 一 1) 却 能 满足 要 求 . 琉 在 请 你 
们 再 找 出 一 解 来 .+ 然后 ;还 要 找 出 用 此 形式 来 表达 2 的 三 种 方 
法 .二 

E N=1, 则 由 公式 B， 


a1) = 1 !'(1—1)21*021*0-—0; 


D 仅 指 此 索 数 疡 本 身 , 但 一 1 还 是 要 出 现 的 . 故此 说 法 有 语 病 . 一 一 译 者 注 . 
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但 是 ,1 是 被 认为 与 任何 正 整 数 互 质 的 ,也 包括 它 自 己 , 所 以 
$8(1) 一 1, 而 不 受 公式 训 的 制约 . 

由 公式 B 来 表达 一 个 整数 ,意味 着 相应 地 可 由 公式 入 来 
表达 N ,因此 满足 AND —5 H NPR SO BOR RIA b 
的 方法 数 是 一 样 的 . (上 文 已 提出 过 作为 例外 的 1:900 5j $(1) 
都 等 于 1, 但 对 #5=1, 只 能 写 出 -- 种 表达 法 , 即 2C2 一 1),; 所 以 
#(1) 一 1 是 由 定义 规定 ,而 不 是 由 公式 给 出 的 . ) 这 就 引发 了 一 个 
诱 人 的 问题 ;是 否 存在 着 一 个 正门 数 N, EB $CN) =b 是 唯一 
的 ,或 者 说 ,对 某 个 5 一 #(N) 而 言 ,只 存在 一 个 解答 N? 现 已 证 
明 , 对 一 切 小 于 10" 的 正 整数 ,这 种 N 是 不 存在 的 . 看 来 此 种 入 
的 存在 极 不 可 能 , (地 球 上 所 有 的 水 滴 数 小 于 107. 0xgdE E88 1A 
下 ;对 一 给 定 的 5 二 ND) ,至少 可 以 找到 NN 的 两 个 解答 . 这 就 是 
说 ,如 果 一 个 奇数 NN 为 一 解 , 则 2N 亦 必 为 解 ; 若 偶数 N= 二 2C2x 
十 1) 是 一 解 , 则 奇数 2r 十 1 tn^ FE fp. 由 此 可 推出 , 若 存 在 一 个 
数 ,而 它 的 所 和 N) 是 唯一 的 话 , 则 和 N 必定 是 4 的 倍数 . 

容易 证 明 , 不 能 为 奇数 , 除 掉 崔 一 的 例外 2 一 1 之 外 ,此 时 
CAR 22(2 一 1 ,公式 了 表明 ,至 少 要 有 一 个 如 的 因子 ( 记 一 1)， 
而 对 一 切 大 于 2 的 素数 而 言 , 当 然 它 必 是 偶数 . E 志 二 2, 则 
po 是 偶数 ,在 a==1 时 , 那 就 是 上 文 已 提 到 过 的 唯一 例外 . 

用 公式 BB 来 表达 6 时 ,3'(3 一 1) 只 是 四 种 方法 之 一 . 其 他 三 
种 办 法 如 下 : 

7(0—1) 一 6， 
2°(2—1) + 7(7—1) 一 6， 
2'(2—1) * 3 (3 一 1) = 6. 


FLA BUE RBS N 求 出 来 ,我 们 即 可 看 出 它们 是 不 同 解 , 详 
OLA 43. 
OW & Ham fr2.dmNAX ALLA 97,14,18, PERI 
公式 BB 来 算 #N), 则 可 验证 每 种 情况 的 结果 都 是 6. 38 43 PMR 
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便 也 给 出 了 小 于 N 并 与 之 互 质 的 各 数 ， 


N ^g NOS b=gtN) 
Hity 1E St der RAH BM RAE 
?4 一 了 1:2:314:5:6 (7 —1)=6 
3 =g 1:2:415;7:8 3103 —1> =6 
2*7-]4 1:3:5:9:11:13 2°02 —1)*7C7 —1)=6 
2.7 = 18 1:5:7311:135;17 2°(2 — 13-33 -1l)=6 


X 43 $O-—6Bf8] N [i 


E 六 一 14 与 18 时 可 在 到 ,肤浅 的 平凡 解 2 (2 一 1) 一 1 一旦 与 
其 他 数字 配合 即 可 得 出 不 同 的 解答 . 
XI AA —12. FERRER, ENE: 
13°C13—1)52°C2—1) * 13 (137 5 ;3*(3— D * 7(7— 0; 
2°(2—1) © 3'(3—D * 7(07—15,2'(2—D * 3'(3— 1); 
2'(2—1) * 7(7— 1). 


对 应 的 N SE 13.26.21.42,36,28. E f(] P9 8g — P pde de 
4i 12 个 整数 (包括 1 TEPID XXE BR LN 本 身 , 除 1 之 外 与 
[90] tz doc ZEN T. 
fit Dx 38 X2 [6] LE hb AE ERE GRE EE DL AAA Seat 
我 们 的 眼睛 . 前 已 说 过 , 像 2 一 14=2 .7 这 样 的 数目 不 能 纳入 
pirt(p, 一 1) 这 种 形式 ,重复 几 次 的 乘积 也 不 行 . 表 44 中 另外 给 
出 了 一 些 不 可 能 值 . 


14 62 90 122 152 
26 68 94 124 154 
34 74 98 134 158 
38 76 114 142 179 
50 86 118 146 174 


NE 44 4) 的 不 可 能 值 


如 果 给 定 的 数 上 具有 性 质 :(1? 一 个 素数 短 的 二 倍 :2 产 ,(2) 

户 大 于 3,(3)2 如 十 1 是 合 数 , 则 5 不 能 纳入 公式 B. 但 这 不 过 是 

许多 种 不 可 能 情况 之 一 . 我 们 把 这 些 情况 的 一 部 分 留 给 读者 去 
— 110 一 
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思考 ,+ 

像 解 决 1 .0 类 问题 那样 ,摘出 一 些 坚不可摧 的 规则 是 极 有 
兴趣 的 ,但 颅 伤 脑筋 . 当 读 者 完成 这 件 工 作 之 后 ,也 许 他 会 愿意 
解决 下 面 五 个 问题 :给 出 b= SCN) OR NRA E AW 1,72; 
144,480; EA J£, 660092. + 3*4 52 - 11. T 

TOXXBLARCO.D. CarmichaeD 0E XTJÀ 1 到 1000 的 给 定 5 值 ， 
RAR AON) =b 的 -一 切入 (B. 正如 和 人们 所 预料 ,这 要 花费 很 多 
精力 ;例如 ,满足 40ND = 960 的 入 值 就 有 47 个, 当 思 不 超过 50 
时 ,解数 最 多 的 情况 是 4 一 48, 它 有 11 个 解 .在 50 以 下 ,只 有 21 
个 5 值 才 可 能 有 解 ,因而 当 5 不 超过 这 个 限度 时 ,编制 满足 条 件 
的 解答 的 表格 所 要 花费 的 工作 量 还 不 算 太 大 ,也 许 读 者 们 愿意 
试 一 试 .+ 

小 于 给 定数 N 并 与 之 互 质 的 整数 .当然 是 素数 或 合 数 均 有 
可 能 . 但 在 荣 些 情况 下 ,它们 竟然 全 是 素数 ,例如 , 当 N==2,3， 
4,6,8,12,18,24,30. 例如 #18) =6. PF 18 且 与 之 互 质 的 数 
为 115,7,11,13,17. 这 个 关系 是 非常 奇妙 的 ,因为 只 有 这 九 个 
数值 才能 有 如 此 现象 ;大 于 30 的 任何 整数 都 没有 这 一 性 质 ， 

侈 拉 #$ 函 数 有 许多 引 人 人 注目 的 现象 ,有 些 现象 非常 复杂 . 其 
中 一 个 颇 为 令 人 惊奇 的 现 得 是 ;小 于 并 与 之 互 质 的 各 正 整 数 


Cx)], 此 处 要 假定 大 于 1. 为 了 证 明 这 一 点 ， 
应 注意 到 : 若 了 是 一 个 与 互 质 的 整数 , 则 4 一 1 亦 必然 如 此 . 这 
两 数 之 和 是 o. 但 这 些 整数 有 引 人 对 ,因此 ,各 对 整数 之 和 必 为 


[£2 >); 亦 即 (n/2)[$CN)]. 
方程 上 :#7)= 二 zx 十 1 Fee x) 二 zf 一 1 是 有 趣 的 . 先 考虑 
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B £t. k=l BG $GO Har +l ACR AREA r, IEA 
这 根本 不 可 能 成 立 . R= OR A 2+ ood =2t+ 1 CAB 
r—83,5 9 BS EE 15.05 &—3. 13 — 7 NE r2. Hin A 
外 的 解 时 , 则 它 至 少 是 32 RI] RHR 


È E xl $n 

) AG - 

2 3 2? 2 

2 3"5 2! 2? 

2 3*5*17 2* 2? 

2 83*:5*17*25j 2" ge 

2 23*5*17*353* 929 255. 1b» 29 27-11-29 
2 355« 17 * 257 * 65537 22 2 

2 Behe 353 + 929 * Qna 25411529 2% + 11% « 297 
2 #7 ERARE? — — 

3 2 3 1 

3 S432 T 4 ep A e CH -- -= 


XE 45 kroin . 


MERE M $GO—x— 1.24 & — 1, M e BEF 
Uo 程 的 解 ,因为 此 时 的 #8(7) 必 然 等 于 :— 1. AB NAE MERE BS 
当 工 为 合 数 时 ,g(r) 与 x 的 差别 必定 大 于 1; 因此 , 决 不 可 能 有 
性 何 合 数 满足 方程 1: 此 了 一 工 一 1. 

当 直 大 于 1 时 ,= 肯定 是 合 数 , 因 对 素数 来 说 ,gz) 正 好 等 
于 x 一 1. 但 著 x 是 合 数 , 则 它 宣 少 是 7 TRARA R. 然而 ， 
具体 的 解答 尚未 求 出 . 有 人 怀疑 ,对 合 数 zx 而 言 , 解 并 不 存在 . 
然而 要 证 明 这 一 点 难度 很 大 ,并 不 稍 逊 于 证 明 不 存在 奇 完全 数 ， 

当 此 一 3, 满 足 条 忻 的 z 至 少 是 32 个 不 同 素数 因子 的 乘积 ， 
以 上 这 些 事实 简要 地 总 结 于 附 表 46 H. 


k z r—1 flix) 


1 HARK 
2 至 少 序 是 7 个 素数 的 乘积 ;尚未 找到 其 解答 — 一 
3 至 少 应 32 个 素数 的 习 积 ;尚未 找到 其 解答 一 一 


GE 46 .yz 一 一 1 的 解 
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第 13 章 古怪 的 对 数 一 一 回复 原始 


这 是 一 个 真正 的 激动 ,原来 人 们 发 现 一 贯 被 认为 专 局 连续 
领域 的 对 数 居然 在 离散 领域 的 数论 中 有 着 对 等 物 .在 10 — 100 
中 ,2 是 100 的 对 数 , 在 10: 二 1000 中 ,3 是 1000 的 对 数 . 对 同样 
的 "底数 "10, 某 些 中 间 数 的 对 数 , 壁 如 说 500 的 对 数位 于 2 与 3 
之 闻 , 准 确 到 五 位 小 数 , 其 值 为 2. 69897. 粗 看 上 去 ,很 难 想象 这 
种 小 数 近似 值 会 有 什么 整数 对 等 物 . 但 是 ,对 给 定 模 数 而 言 , 任 
意 整 数 都 可 准确 地 表示 为 某 个 合适 的 整数 底 的 乘 医 ,任何 情况 
下 ,其 指数 或 “对 数 ? 都 是 整数 . 研究 这 种 对 数 很 有 趣 , 在 数论 里 
头 ,它们 称 为 “指数 ”cndices). © 

取 定 寞 13, 再 任 选 一 个 底 ,例如 2, 让 我 们 来 看 一 看 ,一 切 整 
数 是 怎样 表示 为 2 HARB. WN 2^2:1,2'2:2,21 23,2! 
4,2525,2526,2' 三 7 ,2 二 8,2: 二 9,2" 二 10,2' 二 11,2* 二 12. 概 
括 得 很 完全 . 数 与 指数 都 没有 重复 ,它们 之 间 存 在 着 一 一 对 应 . 
是 否 总 是 如 此 呢 ? 让 我 们 再 用 3 来 作 底数 试 试 . 这 时 将 有 3 3. 
3=9, 3 =], 3 = 3, 3589, 3 = I], 3 =, HO, PH SB, 
3'-29,3'*2 1. 由 此 可 见 , 虽 然 指数 范围 是 从 1 到 12, 可 是 整数 
CMR ME B 13,9. 对 于 一 个 给 定 葛 模 数 ,要 想得到 一 个 “ 完 
全 剩余 系 ”, 只 能 选用 某 些 特定 的 底数 才 行 ;它们 必须 是 横 的 任 


D 为 了 与 通常 的 指数 表示 区 别 , 也 有 有 译 成 “指标 ”的 . 今 据 t 中 国 大 百科 全 书 。 
数学 卷 }, 仍 称 指数 . 一 一 译 者 注 , 
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意 一 个 原 根 . 让 我 们 重新 回忆 一 下 原 报 的 概念 ,所 谓 守 数 横 p 


的 原 根 g, 是 指使 同 余 式 g' 三 1 mod p 得 以 成 立 的 最 小 指数 。 必 
MHA p 一 1, 整数 13 只 有 四 个 原 根 ;2,6,7,11, 它 们 中 每 个 数 的 
乘 敌 都 能 形成 完全 剩余 系 , 如 附 表 47 Bron. 在 有 关 指 数 的 问题 
中 , 表 中 四 列 中 的 任 一 列 都 可 使 用 . 正如 对 数 问 题 中 ,常用 对 数 
的 底 10 与 自然 对 数 的 底 e 都 可 应用 一 样 , 然而 ,对 数 问 题 中 
任何 其 他 底数 都 可 使 用 ,然而 在 这 里 的 指数 问题 中 却 只 能 使 用 
13 的 四 个 原 根 之 一 . 


x A Pl B 列 C m D 列 
CAR 康 根 2 原 根 6 pg ? 原 根 11 
1 12¢ a 0) 12€ 0» 12605 0) 12(3% 0) 
2 1 5 1L 7 
3 4 8 8 4 
4 2 10 10 2 
5 9 9 3 3 
6 5 1 7 11 
7 1l 7 1 5 
8 3 3 9 9 
9 8 4 4 8 
10 10 2 2 10 
11 7 11 5 1 
12 6 6 6 6 


X 47 指数 表 , 横 13 


用 对 数 做 莱 法 ,我 们 需 将 所 乘 各 数 之 对 数 相 加 . 类 似 步骤 对 
于 指数 也 行 . RIB p 而 言 , 任 何 数 的 最 大 指数 是 p 一 1: 因 而 
TERUEL BUD , 若 结 果 超过 p 一 1, 则 可 去 掉 p 一 1 的 整数 倍 而 结 
果 不 受 影响 . 
我 们 将 用 对 数 与 指数 分 别 求解 两 个 问题 来 作 有 趣 对 比 ,前 
者 选用 常 天 对 数 的 底 10, 而 后 者 选用 模 13 的 原 根 11. 
一 H5 一 
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RH 6+8 +9 =r 求解 6 8* 9 = x mod 13 
logiof = 0.77815 ind, 6 = 11 
logios = 0. 90309 ind, 8 = 9 
logi9 = 0. 95424 ind9 = 8 
FDO. logor = 2. 63548 相 加 ,indur = 28 = 4 mod 12 
x= 432 x = 3 mod 13 


对 数 问 题 几 乎 无 需 解 释 ,我 们 只 要 查 一 下 2. 63548 的 反对 
[95] 数 踊 可 得 出 x. 在 同 余 式 间 题 中 ,z 的 指数 基 28. 9D r= 
11* mod 13, 但 由 于 11221 mod 13( 由 费 马 小 定理 ?, 所 以 我 
们 可 在 指数 中 去 相 12 的 整数 秘 , 因 为 这 一 步 相 当 于 用 1 去 除 ， 
故而 结果 不 变 , 于 是 得 出 ”x 三 11 mod 13, 现 在 我 们 在 附 表 的 
D 列 中 进行 道 操作 ,就 像 查找 2. 63548 的 反对 数 那样 , 便 可 看 到 

与 指数 4 对 应 的 是 剩余 3, 故 有 6。8 923 mod 13. 

讲 对 数 时 ,我 们 可 用 换 底 公式 ,把 底 a FE OE b: 


log,N = log, N + log;a. 


WHA : 
ind N = ind, N inda mod (p — 1). 


由 此 公式 ,我 们 可 以 从 表 47 B 列 的 指数 得 出 该 表 A 列 的 指 
数 : 


ind,N = ind,N + ind,6 = (ind * 5 mod 12. 


BE 36 cp pl 2 为 底 的 指数 可 从 以 6 为 底 的 指数 得 出 ,只 须 乘 5 再 
取 同 余 就 行 . 由 此 便 得 60,25,40.50,45,5,35,15,20,10,55， 
30, 按 模 12 同 余 于 12( 或 0),1,4,2,9,5,11,3;8,10,7,6. 而 这 
些 数 使 是 表 中 A 列 的 指数 . 
利用 指数 表 , 我 们 可 以 解决 诸如 4* 5 =O mod 13 一 类 的 
习 罕 同 余 问 题 , 犹 如 我 们 利用 对 数 去 解 指 数 方程 . 让 我 们 任 取 一 
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^E 2, 求 出 相应 的 指数 ,于 是 有 indad + & + ind;5 =ind,9 
(mod 12). h F ind;5—9, fA f$ 9x-ind;9—ind;428— 2-6 
(mod 12). 从 而 3.552 (mod 40 CH E tii [8] AAA A RR 
3 RD. 最 后 得 + 三 2Cmod 4), FÆ 4 * 5° = 100 HEBR 13 ARF 9， 
而 2 是 使 此 式 成 立 的 x 的 最 小 值 . x MRA A — 6. 
10,14, GLK +2). 

许多 类 型 的 其 他 问题 也 可 通过 指数 求解 ， 

19 世纪 初叶 辉 赎 天 际 的 一 位 数学 明星 雅 可 比 (C,G- 丁 Ja- 
cobi) 曾 对 1000 以 下 的 所 有 素数 编 出 了 剩余 与 指数 表 , 并 以 K 算 
术 宝 监 3 的 名 称 公开 发 行 . LO ET DUER E (ECETE ,剩余 
指数 , 原 根 与 标准 同 余 式 ?中 列 出 了 25409 以 下 一 切 素 数 的 最 小 
正 原 根 与 最 小 负 原 根 . 给 出 上 与 p 后 ,能 使 # 志 1] mod pie 
最 小 指数 e FARA p. 5 所属 的 指数 ”, 或 者 简单 地 说 成 “ 的 
EGER p”. pl 被 主 指数 除 得 之 商 叫 做 “剩余 指标 ” 例如 ， 
在 9 三 1(mod13) 中 ,3 是 最 小 的 指数 ,故而 3 便 是 主 指数 ,而 9 
的 剩余 指标 ( 模 13) 为 4， 

如 能 知道 各 种 底数 在 不 同 模 数 下 的 主 指数 与 剩余 指标 , 那 
将 是 便利 而 有 用 的 . 在 这 一 研究 方向 ,应 该 提 到 上 述 克 宁 汉 的 著 
作 . 在 该 书 中 他 列 出 了 25409 以 下 的 一 切 素 数 模 ,以 及 与 底 2， 
3,5,6,7,10,11.12 相应 的 剩余 指标 与 主 指数 . 向 克 斯 对 底数 10 
与 120000 以 下 的 一 切 束 数 横 也 做 了 与 此 类 似 的 工作 ,这 在 第 
10 章 中 已 经 讲 这 . 

作为 一 种 消 遗 ,本 书 作 者 对 100 以 下 的 一 切 素 数 模 及 其 乘 
Tomus fL 到 100 的 主 指数 表 , 这 些 数据 参见 附 表 48. 例 
如 ,在 13 开头 的 那 一 列 中 ,我 们 可 以 查 到 从 1 开始 , 迄 于 100 的 
连续 正 整 数 的 主 指数 . 臂 如 说 ,对 整数 3 而 言 ,该 项 指数 为 308 
6 与 了 ,指数 为 12, 因 此 6 与 7 是 13 的 原 根 , 对 大 于 12 的 底数 
a, WO ER 13 取 同 祭 , 例 如 
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g = 22) = 35 =] mod 13. 


表 中 ,与 模 数 不 互 质 的 底数 需 留 出 空白 , 表 中 以 “一 "号 表 记 ,其 
时 余数 不 可 能 为 1， 

由 表 48 可 得 到 从 3 至 97 共 24 个 素数 的 最 小 原 根 . CS 
列 于 表 49 中 , 值得 法 意 的 是 2 作为 原 根 出 现 得 甚 为 频繁 一 一 竟 
达 12 次 之 多 . 

由 表 48 易 千 得 出 ,对 任意 给 定 的 底数 ae, 使 费 马 定 理 得 以 
成 立 的 合 数 模 . 例如 , 设 人 们 需求 出 满足 同 余 式 1T S= 
1 mod x HER zx, 沿 着 = 一 17 的 横行 看 过 去 ,然后 找 出 表 中 两 
数 ,其 最 小 公 倍 数 除 两 数 所 属 列 之 首 数 滋 积 寺 余数 为 1. 例如 沿 
着 a—17 看 过 去 ,可 以 找到 4 与 2 所属 两 列 之 首 数 为 5 与 对 :此 
时 ,4 与 2 的 最 小 公信 数 为 4, 用 4 去除 5， 3: 一 45 时 余数 为 1， 
从 而 得 出 17 =1 mod 45, 于 是 得 出 所 需 之 关系 式 17 m 
1 mod 45, 

此 法 则 之 成 立 理 由 不 难 理解 . 对 给 定 的 a 与 p RRO 
fii a'221 mod p 成 立 的 最 小 指数 e. m RO GE ^a" RTL E 
出 a^ 2:1 mod pi VA a=] mod py; 则 eise; 的 最 小 公 倍 数 e 
可 用 作 每 个 同 余 式 中 的 指数 , 即 a^ =1 mod 疡 与 a^221 mod p>. 
由 于 5p: RRO E AXE pip: WRU. FRA = 
1 mod pip: 如 果 指 数 改 为 e 的 整数 倍 ke, 同 余 式 当 然 也 成 立 . 
3H e 去除 pip. 而 留 下 余数 1, 那 意味 着 pip: 一 1 必 能 被 e 整 
除 , 即 p.p. — l1 — ke. 从 而 我 们 最 后 得 出 a* =a = 
1 mod Pip;, 这 就 是 我 们 所 去 证 明 的 . 

应 注意 合 数 模 所 含 的 素 因 子 可 能 不 止 两 个 .例如 ,对 a= 
41, 我 们 可 以 选取 2,1,2, 其 所 属 列 之 首 数 为 素数 3,5,7. 而 2, 
1,2 的 最 小 公 倍 数 是 2, 用 它 去 除 3，5* ?7 一 105 时 余数 为 1, 于 
是 可 得 出 41721 mod 105, E 41'—1 mod 105. 
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Rp 最 小 原 根 & | KK MR e | 素数 p Bh g 


3 2 29 2 Gt 2 

5 z 31 3 67 2 

T 3 37 2 71 7 
li 2 41 6 73 5 
13 2 43 3 79 3. 
17 3 47 5 83 2 
19 2 53 2 89 3 
23 5 59 2 97 5 


Eo 3 至 7 各 素数 的 最 小 原 根 
对 某 些 给 定 的 模 , 如 果 把 具有 同样 主 指 数 的 底 统 统 集 中 编 
组 , 则 可 看 到 一 种 奇妙 关系 . 我们 和 将 会 发 现 , 有 着 给 定 主 指数 e 
HE HE t EE G0. 附 表 50 就 模 13 阐明 了 这 一 性 质 . 


1 2 3 4 6 12 
i'=1 12? = 1 =t ‘= 45251 2721 
9: 1 3 =i 10° = 1 6? = 上 


H5 5g M13 HER 


#50 的 最 后 一 列 明 白 显示 ,对 素数 模 p 来 说 , 它 有 #(p 一 
1) 一 #[#Cp)J 个 原 根 ， 

合 数 也 能 有 原 根 . 若 x 的 主 指数 是 p—1—4C(0. Wy xz d 
KR 6 的 一 个 原 根 . AEM m 是 率 数 还 是 合 数 , 若 在 同 余 式 
z=] mod mPp) E r BEHR, UPE r E m 的 原 根 .可 
以 证 明 , 合 数 模 的 原 根 只 能 存在 于 以 下 若干 种 情形 :(1) 模 是 一 
St ERT (2) —P A ESO EN R: (DAR — 4 lb 
时 必 有 一 个 单一 原 根 3. 

由 第 12 章 给 出 的 定义 ,我 们 有 
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Bp) = pv '(p— 1) 
以 及 
$Op = BGp) = 1+ p? Cp — 1), 
结果 竟然 相同 . 对 49 — 7° 这 样 的 数 我 们 将 得 出 ，; 
PTO = P (7 — 1) = 42, 


查阅 表 48 中 7 起 头 的 那 一 列 , 我 们 发 现 底 3,5.10,12,17,24， 
26.33.38.40.45,47 的 相应 指数 都 是 42, 因 此 以 上 这 些 整 数 全 
是 49 的 原 根 , 它们 一 共有 12 个 ,这 是 天 为 根据 性 质 一 一 属于 指 
e 的 底 的 个 数 应 该 是 GO ,而 


$42) = 920490209072 = 1 *2*6— 12, 


原 根 还 有 许多 有 趣 性 质 , 此 处 只 能 略 吉 叙 述 . 

L 大 于 3 的 素数 ,其 所 有 原 根 之 染 积 被 该 素数 去 除 时 , 祭 
数 为 1, 例如 13 有 四 个 原 根 :2,6,7,11, 其 滋 积 为 924, 它 按 模 
13 AAF 1. 

2. E p Xm p 一 1 能 被 一 个 平方 数 除 尽 , 则 原 根 之 和 
能 被 p BR MS p 一 1 不 能 被 平方 数 整除 , 则 要 看 (p 一 1) 含 有 
偶数 还 是 奇数 个 素 因 子 ,各 原 根 之 和 相应 地 得 出 十 1 或 一 1 的 余 
Xx. 例如 13 一 1 王 12, 它 能 被 上 4 除 尽 ,此 时 便 有 2 十 6 十 7 十 11 一 
26, 愉 能 被 13 整除 . 但 对 素数 11 而 言 , 由 于 11 一 1 一 10 不 能 被 
平方 数 除 尽 , 而 10 含有 偶数 个 泰 因子 ,因而 11 的 各 原 根 之 和 
2 十 6 十 7 十 8 一 23 RE 11 时 ,余数 是 十 1， 

3, 整数 3 恒 为 形 如 27 +1 的 素数 的 原 根 , 但 相应 于 = 一 0 
的 素数 3 例外 . 这 意味 着 , 当 n= 1.2.3.4 时 ,3 是 5,17,257， 
65537 诸 相 应 素数 的 原 根 . 

4. X 44 十 1 是 素数 , 则 整数 2 是 形 如 84 十 3 的 一 切 素数 之 


一 1284 一 


*ox M 


gig. 例如 n=) 时 ,11 与 5 都 是 素数 ,所 以 2 是 11 的 原 根 .= 的 
下 一 个 允许 值 是 7,. 而 2 是 59 的 一 个 原 根 . 

5. Sq 为 素数 , 则 整数 2 是 一 切 形 如 4 十 1 的 素数 的 原 
根 . 例如 ,车 gq 二 3,49 十 1 二 13 是 素数 ,所 以 2 是 13 的 原 根 . 另外 
gq 二 ?时 ,dg 十 1 二 29, 而 ? 也 是 素数 29 的 原 很 . 

6. 若 2" 十 1 BORK Ps DUE p BT EE OE IEA RSA 
19 DRE p H— T DEA. 例如 取 —4, GRT p—17 是 一 素数 ， 
它 的 平方 非 剩 余 是 3,5,6,7,10,11,12,14. 由 表 48 可 知 ,它们 
全 都 是 17 MRR. 

7. 任 一 2 十 1 的 素数 都 有 原 根 7. ld. 8 1. 90] 17 有 
一 原 根 为 7, 而 这 在 上 面 已 经 指出 过 了 . 

8. MRR p 有 一 原 根 g, 则 与 p 一 1 互 质 的 所 一 1) 个 正 
整数 都 可 用 来 作为 g 的 指数 ,使 所 得 之 g HIER p SMP 
的 原 根 同 余 . 例如 ,3 是 17 889 — T EUR $160 —8, 5 16 BH 
的 入 个 数 为 1,3,5,7?7,9,11,13,15, 奇妙 的 是 3’, 3°, 38, 37, 38, 
3" ,3,3/58 9E 17 分 别 同 余 于 3,10,5,11,14,7,12,6, 而 这 些 数 
全 都 是 17 的 原 根 . 
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实际 上 几乎 人 人 知道 3 十 = 二 ,这 是 毕 达 格拉 斯 定理 的 
最 简单 应 用 . 该 定理 说 :直角 三 角形 两 直角 边 的 平方 之 和 等 于 和 斜 
边 的 平方 . 但 较 少 的 人 知道 5,12,13, 这 些 数 同样 能 满足 上 述 关 
RB X 5 3.4,5 不 成 比例 . 更 少 的 人 能 给 出 第 三 个 毕 氏 三 角形 
的 边 长 ,又 不 同 于 上 面 已 经 提 到 过 的 两 个 , 璧 如 说 ,7,24,25. 


Y = 2mn 
X 


X =m- 
图 3 —— 


具有 整数 边 长 的 三 角形 一 直 是 个 有 趣 话 题 . 求 两 个 浆 数 ,使 

其 平方 和 是 一 平方 数 ,不 过 是 许多 有 趣 问 题 之 一 而 已 .除去 ! 与 

2 的 平方 之 外 ,永远 能 找到 至 少 一 个 平方 数 ,把 它 加 到 一 个 已 知 

平方 数 上 去 以 后 ,其 和 仍 是 平方 数 , 值得 注意 的 是 ,对 于 斜 边 ,上 
一 127 一 
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述说 法 不 正确 ,对 整数 直角 三 角形 来 说 ,表示 和 斜 边 的 正 整数 必须 
是 某 种 类 型 的 数 ， 

1 104] 给 出 直角 三 角形 整数 边 长 的 公式 早 在 层 番 图 与 早期 希腊 时 
代 即 已 知晓 , 它们 是 : 


一 条 直角 边 : X—m'—n., 
另 一 直角 边 , Y=2mn, (公式 1) 
* ili Z=m +n’. 


ACP mon FET PAPER AY EK. 附 表 51 给 出 了 一 些 实例 ， 


例子 "m n X—m—n! Y -2mn Z=m rns 
H 2 1 3 4 5 
2 3 2 9 12 13 
3 5 2 zl 20 28 
4 9 6 45 108 1E7 
5 5 3 16 30 34 
6 4 3 7 24 25 
7 6 1 35 12 37 
8 18 17 35 612 613 
9 9 8 17 144 145 
10 4 1 15 8 17 


HR $1 "KBARNBNUHIAS.OSUERBNASIAT 


m Ej n 有 时 称 为 母 数 ,如 果 我 们 把 连续 正 整数 对 取 作 m,n 
值 , 即 可 得 出 表 52. Xm ELA E Y Sez 是 连续 正 整 数 . 


母 数 毕 氏 三 角形 的 三 边 
m n X Y zZ 
z 1 3 4 5 
3 2 5 12 13 
4 3 7 24 25 
5 4 9 40 4 
6 5 11 60 61 
7 & 13 84 85 
[105] *X* 52 Imin — 
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现在 让 我 们 把 这 两 个 直 第 边关 ,Y 看 作 母 数 , 于 是 我 们 得 出 


X 53. 
母 数 毕 兵 三 角形 的 三 过 
B n X Y zZ 
4 3 7 24 25-5 
12 5 118 120 169—13* 
24 7 527 336 625-- 25* 
40 8 1518 720 1681—41* 
60 11 3479 1320 3721-6 
84 13 6887 2184 72252: 85* 
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ptos 
让 我 们 对 公式 1 再 仔细 察看 一 下 . 若 两 个 数 具 有 公 因 子 , 则 
它们 的 乘积 ,各 次 乘 牧 的 和 或 差 也 应 当 具 有 该 公 因 子 , 将 这 些 事 
实 应 用 于 公式 ,我 们 发 现 , 车 m,n 具有 公园 子 , 则 三 边防 ,Y ,2Z 
Uy SUAVE. 另外 ,车 min 为 偶数 ,或 两 者 均 为 奇数 , 则 
X.Y,Z 至 少 有 个 2 作为 公园 子 . 如 果 我 们 想 在 XY. ZARE 
中 排除 掉 有 公园 子 的 数 , 就 必须 在 m 或 n 中 选取 一 奇 一 偶 ( 不 
同 的 奇偶 性 ) ,而 且 没 有 公 困 子 . 作 了 这 些 限制 后 而 得 出 的 .具有 
整数 边 的 直角 三 角形 称 为 本 原 三 角形 ,只 需 利用 公式 求 出 它们 
就 行 , 因 为 一 切 非 本 原 三 角形 都 只 要 把 前 者 的 三 边 乘 以 任意 整 
数 即 能 得 出 . 
要 吉 括 一 切 毕 氏 三 角形 ,公式 1 必须 修改 为 : 
X = Kin! — n), 
Y = K(2mn), (公式 1A) 
Z = Kn! + n°). 


车 没有 因子 六 , 某 些 非 本 诛 三 角形 ,例如 9,12,15 就 不 能 从 公式 
1 得 出 . 有 了 公式 IA. K —8 m —2,n—1, EXE dE ER — FRE 
马上 就 出 来 了 ， 
从 公式 1 能 得 出 一 切 本 原 三 角形 ,但 只 能 得 出 三 边 的 最 高 

公 因 子 是 一 个 平方 数 ,或 平方 数 的 二 倍 的 那些 非 本 原 三 角形 . 作 
为 特例 ,该 公式 能 给 出 三 边 边 长 只 有 公国 子 2 的 非 本 原 三 角形 . 
车 公 因 子 是 平方 数 的 二 售 , 此 时 将 产生 一 个 值得 注意 的 变换 . h 
ARIA: 

X = 2L'(n — n), 

Y = 247 €2mn), 


Z = 2 Gr? + n’). 
一 130 一 
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这 些 表达 式 可 通过 如 下 办 法 转变 为 公式 1 的 形式 ; 
XSL m —n =2 mt Ln) (Lm— La) - 2MN, 
Y= 2L?(2mn)= Gon LaY — Gon — Ln =M — N*, 
Z —2L' Gi! +n?) — Gom LaY- Gom — Lay - M +N}, 


此 处 M— Lm -- La. N — Lm — La. 3$ L=) 时 ,变换 更 是 特别 引 
人 注目 . 
K 是 一 个 平方 数 六 时 ,不 需 变 换 , 直 接 可 得 出 : 
X = Lim — n = mL? a, 
Y = L'(2mn) = 2(nL + nl), 
Z = L'Gn! + nt) = mb) + PL, 


表 51 B8 — DEP um —5. n=? 没有 公 因 子 , 侧 且 一 奇 一 偶 ， 
PRVA X Y.Z 是 互 质 的 , 对 例 4 而 言 ,由 于 m,n 有 公 因 子 3, 所 以 
直角 三 角形 的 三 边 具 有 公 因 子 9. 如 果 我 们 用 公 轿 子 去 除 mn. 
结果 即 得 出 本 原 三 角形 5,12,13. 对 例 5 来 说 ,得 出 的 是 一 个 非 
本 原 三 角形 ,因为 m,n 虽然 互 质 ,但 它们 的 奇偶 性 相同 ,两 者 都 
是 奇数 ,而 非 一 奇 一 偶 . 

应 当 指 出 ,对 本 原 毕 氏 三 角形 的 三 个 正 整 数 耐 言 ,其 中 之 一 
恒 能 被 3 整除 ,而 另 一 个 能 被 5 整除 . 两 直角 边 之 积 恒 能 被 12 
整除 ,而 所 有 三 边 之 乘积 则 能 被 60 整除 . 读者 们 自己 很 容易 推 
导出 这 些 关 系 ， 

我 们 现在 要 说 明 ,在 给 出 一 个 正 整 数 时 ,怎样 求 出 另 一 正 整 
数 ,使 两 者 之 平方 和 怡 为 一 正 整 数 的 平方 . 给 定数 为 奇 为 侦 , 解 
法 是 不 一 样 的 . 

1. 当 给 定数 4 为 奇数 时 ; 

一 H1 一 
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把 A 分 成 两 全 因子 . CEA 为 素数 ,这 两 个 因子 就 是 1 与 A 
WAR SRAM AL EF onta BURN MT m—n 再 解 出 
mn WOR PRR SEES 8 IRA ARR XYZ. GER 
出 本 原 解 .这 两 个 因子 必须 互 质 . 

it A35, 4 mna n7 .m n 5, filia] RB m 6.21.1 
时 三 边 之 长 就 是 表 51 中 的 例 7. 若 设 mn —35,m—n-1.Wlí3 
出 的 第 二 个 解答 就 是 例 a. 

设 A=17. KET OBER mra 17,m 一 xn 二 1, 因为 17 是 个 
素数 ,结果 可 得 出 例 9. 

2. 当 给 定数 A 为 偶数 时 ; 

WS A 等 于 2mn, 此 时 mn 是 任意 两 个 相 乘 后 能 得 到 所 需 
KAN EER. 若 要 求 得 本 原 解 ,4 必须 能 被 4 整除 ,并 且 mon 
必须 互 质 ,还 得 有 不 同 奇 个性 . 如 果 A 不 能 被 4 整除 , 则 本 原 解 
不 存在 . 

设 A=8. FE 2mn 一 8,mn 二 4, 令 m=4.n— 1.59) ROR 
例 10 的 三 数组 15 ,8,17， 

再 设 A=12, FE m2 =6.49 mw 一 6,n 一 1, 我 们 便 得 出 例 
7 的 三 数组 ; 若 令 m 一 3,n 一 2, 便 可 得 到 例 2 的 三 数组 . 

毕 氏 三 角形 的 问题 许多 世纪 以 来 吸引 着 为 数 众 多 的 数学 家 
进行 研究 ,此 类 问题 的 数 基 相 当 卡 大 ,下 面 只 是 从 中 挑 册 了 极 少 
的 一 部 分 : 

|l. FA 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ,有 多 少 个 本 诛 三 角形 使 它 是 
REAR? 

2. 车 4 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ,不 论 本 原 或 非 本 原 , 究 竟 有 
多 少 个 毕 氏 三 角形 ,使 它 是 一 条 直角 边 ? 

3. 为 了 使 一 个 正 整数 成 为 毕 氏 三 角形 (本 原 或 非 本 原 ) 的 
斜 边 , 它 必须 取 什 么 形式 ?有 多 少 本 原 或 非 本 原 三 角形 使 它 能 作 
为 一 条 斜 边 ? 
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Zu 不 本 的 三 角形 


4. 若 A J&- BEELER. ASL RAH Ae wz AERA 
Fi A RB? 

5. 求 一 最 小 的 正 整数 ,使 之 能 成 为 一 定 个 数 ( 例 如 有 1000 
4 REL fa = f IPLE fr ih. 

6. 3R—ÀáE C BB E BER — $8 359 RAK A SA. 
iX HEP EA = AE ERE 1,000,000 个 . 

7. 求 出 两 直角 边 之 差 恰好 等 于 1 的 毕 氏 三 角形 ,并 推导 出 
能 系统 地 求 得 它们 的 办 法 . 试 求 出 前 100 个 此 类 三 角形 .+ © 

8. 求 出 三 个 或 更 多 个 具有 相等 面积 的 毕 氏 三 角形 . 

9. 求 出 具有 最 小 周 长 而 面积 正好 超过 1,000,000 的 毕 氏 
A — SUE. T 

10. 求 出 三 边 边 长 在 2000 5j 3000 Z8] if] — THR SRE 
fam. t 

接 下 来 的 问题 还 有 :面积 为 一 定 比 值 的 毕 氏 三 角形 : 周 长 基 
平方 数 的 ;面积 与 周 长 之 和 是 立方 数 的 :面积 等 于 斜 边 的 @; 面 
积 加 上 和 斜 边 的 平方 仍 得 出 平方 数 的 ; 周 长 等 于 一 个 给 定数 的 . 总 
而 言 之 ,有关 毕 氏 三 角形 的 问题 之 多 ,简直 无 法 列举 . 

在 提出 这 些 问 题 时 ,似乎 很 自然 地 想到 再 加 上 一 个 简单 
的 条 件 :抽出 一 个 面积 为 平方 数 的 毕 氏 三 角形 ,但 数学 家 们 对 
此 项 寻求 却 是 徒劳 无 功 . 费 马 这 位 大 师 最 后 证 明 它 是 不 可 能 的 ， 
也 就 是 说 ,mn(m’: 一 nn?) 不 可 能 是 平方 数 . 显然 :上述 问 题 是 一 个 
不 定 方 程 ,在 丢 番 图 问题 方面 有 点 经 验 但 以 前 从 未 磁 到 过 这 种 
面积 问题 的 人 ,会 产生 一 种 强烈 的 诱惑 ,企图 攻打 它 而 不 受到 任 
PET NS CBRE A KERRI DRE. 
一 般 说 来 ,他 们 的 这 些 想 法 例 也 并 不 离谱 . 但 此 例 不 行 ,人 们 很 
快 地 陷入 数字 的 流沙 区 域 ,迷失 了 目标 . 后 来 总 算是 费 马 抛 出 了 


中 有 + 号 的 问题 在 第 26 x WIE. nib. 
e ZEBRA RERELASH RE. 一 - 译 者 注 . 
一 133 一 
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“无 限 递 降 法 ”, 把 他 们 拔 出 泥沼 ,恢复 了 信心 . 然而 ,使 用 此 种 办 
法 必须 谨慎 小 心 , 因 为 在 羊 肠 小 径 的 两 侧 都 长 眠 着 一 些 不 幸 的 
数学 家 信 的 散 崩 ,他们 企图 穿越 小 径 , 可 是 却 对 它 的 制约 未 能 给 
F EAGER. 

证 明 一 个 美 系 武 ,例如 mn Om? — 0 二 此 ?不 可 能 成 立 , 费 
TRT ty ETE D ULP Ee: REGS 2588 33 D IG SAC V 
Wim Hn 限于 取 某 些 形式 . 代 和 人 并 作 简 化 以 后 ,得 出 的 方程 周 
涯 先 的 非常 相似 ,然而 满足 关系 式 的 p,q 却 小 于 mon. 反复 进 
行 这 种 推理 直译 无 朵 ,于 是 得 到 趟 来 越 小 的 整数 , 但 是 ,对 有 限 
的 整数 mm 来 说 , 比 它们 小 的 整数 ,只 可 能 有 有 有限 多 个 . 这 就 引 
出 子 盾 ,从 而 证 明了 原先 假设 的 不 可 能 . 对 于 此 方法 的 详细 说 
明 , 建 议 读者 去 参阅 本 书 第 24 SPIE rty = 不 成 立 的 有 
xg. 

为 秆 么 数学 中 的 某 些 关 系 可 用 直接 证 法 , 某 些 则 非得 用 类 
似 无 限 递 降 法 之 类 的 巧妙 推理 ,此 事 尚 不 清楚 . 

让 我 们 回 到 以 前 提出 的 问题 . 表 51 的 例 2 与 例 了 给 出 了 毕 
氏 三 角形 的 一 边 为 12 的 两 个 解答 , 例 7 与 例 8 则 对 边 35 给 出 
了 两 解 . 例 9 SRW 10 对 17 纵 出 了 两 个 解 ,其 中 一 为 直角 边 ,一 
HA. 数 48 可 以 是 10 个 不 同 毕 氏 三 角形 的 直角 边 , 如 图 4 所 
7R- 

FEE I po 的 数 (p,q HARA X 160p MR CO ATK 
数 ) 正 好 有 10 个 解 ;也 就 是 说 ,可 以 是 10 个 毕 氏 三 角形 的 直角 
il. 据 此 说 法 ,3: "5 二 135 或 16. 5 二 80 SEG T- NE. 表 56 给 出 了 
可 以 是 毕 氏 三 角形 的 一 边 ( 直 角 边 或 斜 边 ?的 最 小 数 N ,会 此 边 
的 不 同 毕 氏 三 角形 数 是 一 个 指定 数 了 (从 1 到 100. 

By N 只 是 一 直角 边 ; 但 有 时 经 过 适当 选取 后 也 可 以 包括 
PHH. 后 者 是 在 这 样 情况 下 选择 的 :对 一 个 给 定 的 了 值 ,如 只 限 
于 直角 边 时 ,得 出 的 N 值 要 较 大 一 些 , 但 若 也 包括 斜 边 , 则 NN 
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图 4 一 来 直角 边 等 于 48 的 十 个 毕 氏 三 角形 


值 可 以 更 小 一 些 . 对 N 来 说 ,如 果 其 中 至 少 含有 一 个 4 十 1 的 Dun) 
素 因 子 , 则 它 可 以 是 斜 边 ,否则 只 能 是 直角 边 . 表 中 的 工 这 一 列 

给 出 了 ON 是 直角 边 的 解 的 个 数 ;H 列 则 给 出 了 N Jesu im e 
8-3 BRE LH -— T. 例如 ,正好 是 两 个 不 同 毕 氏 三 角形 边 
长 的 最 小 数 为 5; 在 第 一 解 中 ,5 是 作为 直角 边 的 (三 数组 5,12， 
13), 而 在 第 二 解 中 ,5 是 作为 斜 边 的 (三 数组 3:4:5. 在 该 表 中 ， 

三 数组 的 确切 数值 未 子 列 入 . 
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1 N L HIT N i il 
l 3..à § n[|*1 fie 58 = 250000 45 6 
2 5555 ) 1i 52 gee 3 = 1008 32 ô 
4 flo: 76 5 0153 Ble 3 Ss 720 52 1] 
1 $2.3 512 4 0|51 43-55-1200 a2 2 
3 3*5 515 4 1/53 2ra Ze 53 3000 52 3 
6 53-5 125 3 3| 56 213 "5 一 AS ] 
了 234 3-24 7 0|57 213. 3? = 36864 57 € 
8 23445 40 7 oa] Se 27. 3- 7 = 2688 58 0 
4 3-735507 15 7 2|59 27.3545 = 1920 58 1 
19 eed -48 IC 06 60 25a 3*— 1555? 80 0 
IE Me G+ BO l 1 El gU .3- 6] 6 
12 aie 3? 72 l2 0:62 293.3?- T: = 3528 $2 0 
13 2243-7 :8 12 0] 63 on 一 63 0 
14 22.345 = 60 ta 1144 27e 3! + 5? = 1800 62 2 
15 2!5 -= 32768 15 0] 65 3455-13 121875 49 16 
16 29 35-192 I6 O07} 66 21". 3? = 27648 66 ü 
17 235435 144 17 0| 67 2^-3547*1t— Leds 67 0 
13 2 — 521288 18 [68 2543-4547 -= BAQ 67 1| 
19 21.3: 884 19 0169 22+ 3+ 52+7 = 2100 67 2 
20 2/5: 640 i9 1| 79 ge Zs 70 0 
21 3455 -= 9375 16 5| 77 Pie F+ H+ 135 = 1560 67 4 
22 27.347. = 168 zz 0172 gs. 3* — 294912 72 0 
23 gee Beh = 120 22 1173 234 335-7 — 3024 73 0 
24 29*.345*.- 300 22 2 | 74 oi. 3365 = 2160 73 1 
25 2** 3:5 1536 25 075 Bie Shs 66 9 
26 $32452413— 520 22 4| 76 $!43-5!-— 6000 73 3 
27 af. 3* — 576 27 Q| 77 2+ 3- 5 = 7680 76 1 
28 21" + 3 = 3072 88 0| 783 79 = 78 0 
29 3- 5%2 13 = 975 22 7) 79 21645? 一 77 2 
30 21! -= 30 0| 80 2-5>»13+ 17 = 8840 67 I3 
31 2.3247 836 31 0[81 $+ 5% = 61 20 
32 B+ 345 = 240 3h 14-82 28+ 3267 = 4032 a2 0 
33 3:55 = 25 4] 83 fie BF 45 2B80 82 1 
34 2r. 3+ 5) = 1500 31 3] 84 25. B+ 5? — 48300 82 2 
35 21. 5+13 = 1040 31 4| 65 202.4357 = 21504 85 0 
46 29 一 36 0 | Bf 20.3-5—]5360 85 1 
37 pie 32. 7 = 504 37 0,87 24 gee 7? = 7056 87 9 
38 2343245 = 360 37 1|88 a4. 3 = 88 0 
39 234355? = 600 37 2|89 2*»3*« 57 = 3600 87 2 
40 2e«e3+7+1l = 924 40 0] 90 23.3: .53 = 9000 87 3 
41 pie g+5 +7 = 420 40 1] 91 24 5U 一 80 11 
A2 254 37 = 4608 42 092 29.352 92 ù 
A3 2*«55- 50000 38 5 | 93 29+ 3$ = 124416 93 0 
44 22 Be $+ 43 = 780 40 4|94 24+3+ 7611 = 3696 94 0 
45 235 3456 45 9) 95 2i. 345+ 7 = 1680 94 1 
46 215» 3 = 196608 46 0] 96 28? 一 96 0 
47 2" .32 — 9216 47 0] 97 2!» 3*4 7 = 8064 97 0 
48 27 a 5$ = 16000 45 3] 98 Ble ge Se 13 = 3120 94 4 
49 2t. 3s 7 = 1344 49 0, 59 27. 3+ 5? = 9600 57; 2 
50 253-5 960 49 1 1100 Za 3 一 100 9 
E 56 可 作为 了 个 (了 是 一 个 事先 指定 的 数 ,其 值 可 从 
[114] ) € 10 EK E AEN N 
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AF) T —10 的 情况 ,我 们 已 找到 48 二 16p 是 个 解 ,但 由 于 
48 只 含 奇 素 数 因 子 3. 而 它 不 4-1 的 形式 ,因此 它 不 可 能 是 
Re. 但 对 N=80=16 * 5 来 说 , 它 的 奇 素数 因子 5 是 具有 
47 十 1 形状 的 ,因而 80 可 以 是 一 个 毕 氏 三 角形 (三 数组 48,64， 
80) 的 斜 边 . 对 了 一 29 而 言 , 最 小 数 975 是 22 个 三 角形 的 直角 
38.7 个 三 角形 的 斜 边 . 如 果 只 要 作为 直角 边 的 29 个 三 角形 ,最 
小 数 的 等 案 将 基 2° = 1073741824, — T EXE B — B B (OS 
n. 

#57 给 出 的 最 小 数 是 数 以 整 百 计 的 不 同 直角 三 角形 的 边 ; 
表 58 的 性 质 与 此 类 似 , 但 不 同 直角 三 角形 的 个 数 更 为 庞大 ,是 
五 十 万 的 倍数 . 请 你 想象 一 下 有 着 五 泊 万 只 直角 三 角形 的 巨大 
蜂窝 ,它们 都 有 一 条 相同 的 边 . 图 5A,5B,5C 画 出 了 一 只 贺 锯 和 
两 个 星 形 , 总 数 共 有 23 个 直角 三 角形 ,它们 都 有 一 条 边 等 于 
120. 作为 直角 边 的 有 22 种 情况 ,作为 斜 边 的 只 有 一 种 情况 . 

现在 让 我 们 解决 一 下 前 面 提出 的 问题 . UE 60 是 一 个 给 定 
数 , 我 们 起 知道 司 它 为 一 条 直角 边 的 本 原 毕 氏 三 角形 究竟 有 多 
少 个 , 把 60 分 解 成 质 因 数 的 连 乘 积 , 得 出 兰 *3*5: 于 是 60 可 
UE? =4 个 毕 氏 三 角形 的 一 直角 边 .再 看 5040, 分 成 质 因 数 


T N L H 
100 25 3 一 100 0 
?00 21% e 37 +5 = 138240 198 1 
300 ats 3? « 55 = 576000 297 3 
400 25.347— 400 g 
500 glee ge 5 eT = 499 1 
600 20 = 600 0 
700 2".3— 700 0 
800 gt. ga 5 = 799 1 
900 2543* 455. 一 892 8 
1000 255.3'.45547— 997 3 


表 57 THAT HT 为 指定 数 , 可 从 100 至 1000) 
毕 氏 三 角形 一 边 的 最 小 数 入 
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T N L H 

500000 gM. ghee Te 11h 19 * 23 499999 1 
1000000 gr. 999950 50 
1500000 a". 35.587. 7 1499722 278 
2000000 aha gh ege 1999999 1 
2500000 2g"*35.55. Tie 3 2499997 3 
3000000 BAe Boo gus 2999574 426 
3500000 ale 382 5e Fe 112+ 19+ 199 + 23 3499996 4 
4000000 ZI . 39 ef LE 4000000 Ü 
4500000 2! + 346556 75» ]11* 19* 22* 31 * 43 4499995 5 
5000000 pia git. gey 4999999 1 
5500000 27523554554 Fe 1] «19 * 23 5499994 6 
6000000 28H79. 3* . 79 « D hi 6000000 ù 
6500000 29 4.35.55 + 138 6498020 1980 
7000000 2. 39.59.77 6999902 98 
7500000 Bits ge Gls 7 7499989 l1 
8000000 27439529595. 75. 13 « ]7 7995699 301 
8500000 ge. 3 27. 11 8500000 0 
9000000 gU, ges 9000000 0 
9500000 27.3*.55-75-11* - 134 19 - 23 9499990 10 
10000000 299.3! € 55 . 75 9999995 5 


Msg 可 作为 了 个 (7 为 指定 数 . 可 从 500.000 到 10.000.000) 
毕 氏 三 角形 一 边 的 最 小 数 必 


L412] Bsa 有 一 边 丝 于 i2 Em 


— 138 — 


图 sC 将 一 边 等 于 120 的 毕 氏 三 角形 [na] 
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ERPE 21: 35-5 7, MR A PRM. 一 8 个 解 . 一 般 地 
B6 Gr eS A n ho BR HEHE MS BY AE HE 2" PE RB ER 
三 前 形 的 一 直角 边 , 只 有 一 个 例外 情况 ;车 给 定数 为 偶数 但 不 能 
被 4 整除 : 那 就 没有 解 ; 例 如 30—2 - 3，5 不 可 能 是 本 原 三 角形 
的 一 直角 边 , 对 形 为 4+ 十 2 的 任何 数 亦 然 ， 

对 一 个 给 定数 NN. 究 竟 有 和 多少 种 办 法 使 之 成 为 本 原 或 非 本 
原 毕 氏 三 角形 的 直角 边 ,为 了 解决 这 个 问题 ,需要 用 上 很 不 一 样 
的 办 法 . 

F N= 2" p" peep." UGE N 作为 毕 拓 三 角形 直角 边 的 
方法 总 数 为 


_ Gay — DCGa, + D Gar + 1277 Ga, 十 1) 一 


L 7 


(公式 2) 
对 60 二 2:，3。5 来 说 ,把 后 面 两 个 因子 的 每 个 指数 乘 上 2 
再 加 1, 但 对 2 的 指数 却 是 乘 2 减 1, 于 是 即 有 : 


(2*:2—1)2* IF IXZ* 1 十 1) 一 1_ 3*3*3—1. 
2 2 


对 30=2. 3.5 来 说 ,结果 是 


(2*:1—1)02*1-- 1X2*:1TD—1. 
2 


13. 


4. 


而 对 45=37- 5, RB 


(2:2 T D(*:1TD-—1., 
9 — de 


对 问题 3 而 言 , 只 有 能 归结 为 K Gn* Fn RAAT EE 
本 原 或 非 本 原 毕 氏 三 角形 的 斜 边 , 任何 正 整数 ,只 要 它 至 少 含有 
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一 个 4z 十 1 形式 的 素数 除数 ,例如 5,10.13,15 等 , 刚 必 能 如 此 
表达 . 但 作为 本 原 三 角形 的 斜 边 ,必须 将 K 值 限定 为 1, 于 是 m [1162 
£j n 必然 是 互 质 的 ,而 且 奇 慢性 也 不 同 . 作为 本 原 三 角形 ,只 有 
每 个 素 除 数 都 取 4x 十 1 时 才能 满足 这 些 要 求 , 例 如 5,13,65,35 
等 等 . 形 为 47 一 1 的 素数 (如 3.7,11,19 等 ) 不 应 作为 该 数 的 因 
子 . FEN 有 nm 个 不 同 素 因 子 , 而 每 个 素 因 子 叉 都 是 4r 十 1 
形状 的 , 则 N 可 以 是 27 :个 本 原 毕 氏 三 角形 的 斜 边 , 例如 65 = 
5。13 可 以 是 27! —2 + KR — FECE BS 110625 + 13 * 17 
可 为 2 一 上 个 这 类 三 角形 的 斜 边 . 然而 15,21,39 是 不 行 的 ， 
因为 至 少 有 一 个 除数 3 不 符合 规定 的 形式 . 
* 

N = 2% py prre pu qu igit qu, 
这 里 p, 是 形 为 4z 一 1 的 素数 ,9 BEA 4+ 1 的 素数 , 则 六 其 
至 连 一 个 本 了 原 三 角形 的 斜 边 都 不 是 ,但 它 可 能 是 


p ht Db + Dee Ob + VD -1 
2 


(公式 3) 
^ aR AC = 5838 89 d 331. 同 祥 的 公式 也 可 以 应 用 到 直角 边 场合 ， 
但 此 时 不 是 看 全 部 素数 ,而 只 要 去 考虑 那些 形 为 4+ 十 1 的 素 
数 . 

iN-2535-7*11-*13' 528 GR BE 2,357,118 
要 考虑 5 与 13 的 指数 ,于 是 就 得 : 
_ 21+D22+D-1_ 

2 

所 以 NW 只 能 是 七 个 毕 氏 三 角形 的 斜 边 ,但 若 考 虚 的 是 直角 边 ， 
RA 07 


(25—DQ0-* 1H-DG* 1-DG- 5-DG* $-DO + 2-D-1 
2 


H 7, 


—15592 
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个 毕 氏 三 角形 ,所 以 一 其 有 15599 个 毕 氏 三 角形 ,使 N 为 直角 


VR. IN 作为 斜 边 的 本 原 三 角形 甚至 连 一 个 都 没有 , 因 
为 并 不 是 每 一 个 素数 除数 都 具有 4z 十 1 的 形式 ， 

问题 5 是 问题 2 的 逆 . 由 公式 2 可 得 

2L + 1 = (Qa, — 1)(2a + 1) Ca; + 1) Qa, + DD. 


iX EB T XU He oY hE (B BERE A EK LR BAN 
(尽量 希望 是 最 小 者), 使 它 是 工 个 毕 氏 三 角形 的 直角 边 . 将 
2L--1 ARAT. ocon yc 这 些 因子 并 不 要 求 都 
不 一 样 , 也 不 必 非 为 素数 不 可 . 然后 算出 ao = Go 1072.a1— Ley 
— D/2,a;— G,;—1)/2.a47 G3 — D/2.* a, G,—1)/2. FE 
N= 2% py" pit pa pu TB es D] RBS] — FR LEER. p 可 
由 人 们 自由 选取 . 一 般 地 说 ,用 以 下 办 法 可 获得 较 小 的 解答 (但 
并 非 永 远 如 此 ) : 先 把 2L 十 1 分 解 成 相同 或 相 异 素数 的 一 次 宪 ， 
并 按 由 小 到 大 递增 的 素数 2. pi bo boc pa 来 分 别 安排 其 指 
数 aoai asas ,a,， 指 数值 则 按 递 研 硕 序 来 分 先后 . 

Ai. 试 求 出 一 个 正 整 数 N ,使 它 正好 是 52 TERZA 
形 的 直角 边 . 此 处 ,2 十 1 一 105 一 7。， 5+ 3. 分 别 算出 一 (7 一 
1)/2=3,a = (5—1)/2= 2.a 一 (3 一 1)72 一 1; 于 是 由 关系 式 
N= ppp; 给 出 的 任意 数 六 都 是 问题 的 解 . 若 p —3.5;—5. 
;二 7, 这 将 给 出 NN 二 和， - 7—4725. 如 果 改 为 取 率 数 2,3,5， 
此 时 特 得 出 N —2** 3° + 5=720,2 的 指数 将 增加 1, 因 为 此 时 
将 不 用 a; 二 3; 代 兰 它 的 是 a 一 (7 十 1)/2=4. 由 于 5 也 是 一 个 因 
子 , 所 以 N 也 有 可 能 是 某 一 毕 氏 三 角形 的 斜 边 , 如 想 排 除 此 种 
可 能 性 , 那 就 可 用 7 来 代替 5, 从 而 得 出 N —2' + 3:* 7= 1008, 
这 就 是 表 56 中 相应 于 了 = 52 的 NN 数据 . 之 所 以 不 用 更 小 的 数 
据 ?20; 国 为 它 实际 上 是 53 个 毕 氏 直角 三 角形 的 边 , 其 中 有 52 
三 角形 是 将 720 作为 一 直角 边 , 而 有 1 个 三 角形 是 将 720 作为 
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Rijn hy. 事实 上 , 数 720 的 确 是 耳 =53 时 的 解 , 这 在 表 中 也 能 看 


得 到 . 

这 里 有 一 个 注意 点 与 最 小 解 有 关 . 把 2L+1 分 解 成 素数 因子 
的 一 次 乘 寡 不 -一 定 永 远 能 得 出 最 小 和 解 ,即便 指数 ao,aiyazveaai， 
a, 按照 最 有 利 的 方式 指派 给 各 个 素数 也 是 如 此 , 璧 如 说 , 工 
一 121, 则 2L2-1—243—3*3*3-*3-* 3.a,—a,—45—4a,— lsa 
—(34-1)/2—2.J l8] N—2:*3*5«7» 1) (fi GEI EU] RE 
了 .但 若 把 红 十 1 分 解 成 9. 3+ 3+ 3,90 255,41 =a =al, 
而 六 =2。3*5* 7 要 比 上 一 解 更 小 . 此 种 较 少 出 现 的 情况 发 
EE 2L-1 由 许多 小 素数 组 成 时 ,2L 十 1 二 ppspa'** pok TE 
数 都 以 一 次 帮 形 式 出 现 , 可 以 相间 也 可 以 相 蜡 ;pi 不 小 于 bio: 
不 小 于 bee B25t128) PnP? x PEM 2 
HOB ASEM. MELA, p — 5, — 54 5 P— 11, m 
2 却 小 于 11. 

442. 7% L=1000,M) 22+1=2001=29 + 23 * 3,2,—14, 
a;—11.2,—1. 一 般 解 为 pl pl pom PEE 253" 5, AT 
求 之 数 也 可 作为 斜 边 长 , 则 可 得 到 比 它 小 得 多 的 解答 , 表 57 中 
已 经 给 出 ,后 文 也 将 提 到 |. 

问题 6 的 第 一 部 分 可 以 像 问题 5 那样 去 求解 ,但 与 所 求解 
数 有 关 的 素数 都 应 具有 4z 十 1 形式 . 2 RR 47 一 1 形式 的 
素数 可 以 自由 穿插 而 不 致 影响 其 结果 . 作为 正好 是 1000 个 毕 氏 
三 角形 的 斜 边 ,答案 是 54。130。17( 见 上 面 的 例 20. 当然 ,在 
1000 个 毕 氏 三 角形 中 ,此 数 也 有 可 能 作为 直 第 边 . EC S 。 
13" «17 FEE 2 AER ER irl 形 的 素数 不 会 改变 以 它 作 
为 斜 边 的 毕 氏 三 角形 的 个 数 . 

问题 6 的 第 二 部 分 , 即 旨 找 出 一 个 数 来 ,使 它 是 其 有 给 定 个 
数 的 毕 氏 三 角形 的 斜 边 或 直角 边 . 此 种 提 法 相当 有 趣 , 因 为 ,只 
要 允许 收入 为 数 塞 塞 的 .可 作为 斜 边 的 解法 ,相应 的 解答 可 以 远 
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eder HSERHEE f209 N 5. 
设 
N = ph py pag deg 


利用 公式 2 与 公式 3, 我 们 即 有 


2L + 1 = (a, — i)a, + 19(2a; + 1:023, + 1) 
X (26, + X25; + 0-25 + D. (公式 4) 
2H + 1 = (26, 十 17020 + D)e- C25, + 1). 


EQ ERRARE T ALS HAH ZA ERE LIB. 
(2H+1)(Q4+D=2°0T4+ D. BRACHA DAA. AmQ 
D A RE EEG Q 为 奇数 ， 

于 是 就 提示 了 以 下 上 基体 步骤 ; 设 荆 是 要 求 的 可 作为 直角 边 
或 斜 边 的 毕 氏 三 角形 的 解数 , 把 2(T 十 1) 分 成 一 对 因子 4 与 
B. A B 偶 . 一 般 说 来 ,这 有 多 种 安排 方法 ,而 其 中 的 每 一 个 都 
可 以 提供 一 型 解 . 这 些 因 子 于 是 分 别 对 应 于 (2 玉 十 1) 与 (QQ 十 
D. 

把 A 分 解 为 因子 d diad; v d,s 并 解 出 b= Cd, — 
1)/2.5,— (d4—1)/2,*- b= Id, —10/2. 这 些 是 作为 指数 ,安排 
到 4z 十 1 形式 的 素数 9 上 面 去 的 , 为 了 求 得 最 小 解 , 需 将 b 技 
递减 顺序 ,9 RBA RR. HB — QE 1cRIB Q. iE Q 5 RE 
成 因子 ， 


Lo ey BE Cy È Cy De as 


并 求 出 ag = let 1)/2 -€) = Ce) — 19/2 5a: = (eg 7 19 / 2 ay = Ce 
1/2, a, = G,— 10/2. 并 和 将 ae 作为 素数 2 的 指数 ,其 余 的 a， 
aj à, 作为 4+ 一 1 形式 素数 的 指数 ， 
在 QQ@=1 时 ,a。 将 是 1,17 a a= =a, 将 是 0, 于 是 N= 
29,5 qi q^. 作为 边 ( 直 角 边 或 斜 边 ), 此 数 正好 与 N = ^a^ 
…gx 完 全 一 样 ,它们 所 对 应 的 毕 氏 三 角形 的 个 数 是 相同 的 ,此 
— 了 44 一 


点 可 由 公式 4 予以 证 明 . 因此 ,如 果 人 人 们 的 兴趣 限于 最 小 解 , 虽 


前 者 可 以 会 弃 , 只 用 后 者 . 由 于 全 =1 时 ,上 = 在 ,所 以 作为 直角 
边 的 毕 氏 三 角形 个 数 与 作为 斜 边 的 毕 氏 三 角形 个 数 正好 完全 一 
样 . 

$13. 试 求 出 一 个 数 , 它 正好 是 1000 个 不 同 毕 氏 三 角形 
的 斜 边 或 一 直角 边 , 并 求 出 此 类 数 中 的 最 小 者 . 此 处 了 一 1000， 
2(T +1) 二 2002,2002 的 奇数 除数 A=2H+1 已 在 表 59 中 给 
出 , 表 中 也 给 出 了 此 等 除数 的 因子 died. d. 以 及 与 之 相应 
的 指数 0 ,60,587. QQ 一 BB 一 1 的 值 及 其 因子 core. sees oc, 也 同 
时 给 出 . 最 后 可 以 得 出 doriy rdza t ds EX Eau Riese 
数 而 得 出 的 解 ( 其 中 也 包括 了 最 小 解 ). 

* 59 中 的 第 5 解 是 最 小 解 ,此 时 2 五 十 1 一 7, 所 以 H —3, 
因此 共有 三 个 毕 氏 三 角形 ,2*+，3:。5;。? 是 作为 斜 边 的 ,而 在 
其 余 的 997 个 直角 三 角形 中 ,该 数 是 作为 一 条 直角 边 的 . 请 把 这 
个 答案 同 例 2 的 25 «3 - 5 对 比 一 下 ,后 面 的 数字 较 大, 这 是 
由 于 最 小 解 只 限于 直 钊 边 的 缘故 . 

in T1 是 2 的 乘 圭 , 因 为 没有 奇 除 数 ,结果 就 不 可 能 有 
任何 已 88. 作为 此 种 情况 的 一 个 实例 ,我 们 来 求 一 个 数 NN, 它 是 
63 个 毕 氏 三 角形 的 斜 边 或 一 直角 边 , 这 蜂 工 一 63, 且 


20T +1) =2+64=1°128= (2H + D(Q- D, 


从 而 Z2H-c-1-1.H-09,Q—127,N 2" R p, REN p, 是 
4x — 1 ÉRIC REAR. 对 户 , 不 能 令 它 取 值 5, 也 
不 能 用 其 他 4x 十 1 形式 的 夫 数 值 ,因为 如 时 那样 的 话 , 将 会 有 
63 个 “ 斜 边 ” 解 ,再 加 上 63 个 “直角 边 ” 解 ,总 数 将 是 126, 整整 翻 
T—@. 

444. 2 T= 1000000. KRM. 表 59 也 已 经 指出 步 
3g. 此 时 将 有 50 TEHA. 

此 时 的 最 小 解 是 2”- 5”, 有 50 个 直角 三 角形 是 把 此 数 作 
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Rho OA 2H 1-190D.qmid 999950 个 三 角形 把 它 作为 


BA. 

如 1000000 H R E A xa fe T Xx. we at HEA 2000001 = 
666667。3, 第 一 因子 是 个 素数 ,于 是 指数 为 333333 及 1; 由 此 
而 产生 的 解 是 5,777 po SRR 270 ，3. 同 2° + SHEL, 
这 是 一 全 大 得 很 多 的 数目 . 

在 问题 ? 中 ,加 上 去 的 条 件 是 毕 氏 三 角形 的 直角 边 一 定 要 
是 连续 正 整 数 . 显然 ,3,4,5 三 角形 能 满足 此 条 件 ; 磁 得 正巧 ,这 
[je HREM. RHA RS ES EHR 
三 按 为 连续 数 的 现象 ,这 是 由 于 :如 果 men — X,2ms — X41, 
mm 二 17 二 及 十 2, 则 由 如 法 运算 ,可 得 m: 二 区 十 1, 再 由 减法 运算 ， 
可 得 = 二 1; 这 将 使 Z2mn — m! BB 2n m, fB IR nl FE m=, 
i X —3,55 IK RIZE — H 3.4.5. 

imR HL SScR Er 480 x dex SEC. UREE 

m! — n? --1-2mn, 

或 者 是 

` 2mn + ] 一 m? r. 
由 前 一 关系 式 得 出 (m 一 xn 二 2n: 一 1, 后 一 关系 式 得 出 (mm 一 n)? 
= 2n! +1. 两 者 可 合并 为 一 式 : nn = tl AA m 
n)! — 2n! — -E1. — 3E CUR A: DOERR & 倍 等 于 土 1. 这 
种 类 型 的 方程 称 为 佩 尔 方程 ,在 数论 爱好 者 中 间 它 是 负 有 盛名 
的 . 关于 向 尔 方程 的 讨论 将 在 本 书后 面 章 节 中 进行 ;目前 我 们 只 
打算 通过 试探 办 法 找到 的 一 些 值 ,以 使 得 22^ 1 为 一 个 平方 
数 . 这 些 数值 形成 一 个 级 数 :1,2,5,12,29,70,169,*… ,加 刁 与 减 
号 交替 使 用 ,开始 时 用 减 号 . 与 之 相应 的 平方 数 (m 一 x 六 ,wm 值 
以 及 前 十 个 毕 氏 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 都 已 在 表 60 中 给 出 . 
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FFB rion 2 tl m—n m X= Y¥=2mn Z= 
Gn ony sm — n’ mr? 
1 1 1 1 È 3 4 5 
2 2 9 3 5 21 20 29 
3 5 49 7 12 119 120 169 
4 12 289 17 29 697 626 985 
5 29 1681 41 70 4059 4060 5741 
6 70 9801 $99 169 23661 23660 33461 
7 169 57121 239 408 137903 137904 195025 
& 408 332929 577 985 80376] 803760 1113689 
9 985 1940449 1393 2378 4684659 4684660 6625109 
10 2378 11309769 3363 5741] 27304197 27304196 38613965 


Roo 两 直角 边 为 连续 数 的 毕 氏 三 角形 


在 此 表 中 ,可 以 观察 到 一 些 有 趣 关 系 . 例如 ,的 值 就 是 = 
的 值 , 但 超前 一 步 , 即 m. =n... om 或 # BUI (AAR BT AB — E 
的 二 倍 再 加 上 更 前 面 一 值 而 得 到 . 例如 ,12 一 2。5 十 2329 一 2 > 
12 十 5, 等 等 :一 般 有 六 一 2 十 和 -还 可 以 看 到 , 斜 边 的 相继 
BEE m 列 中 都 是 有 的 ,一般 有 关系 式 Zoom. 

可 以 推导 出 更 有 用 的 公式 来 直接 计算 处 ,了 ,Z, 而 不 必 把 吉 
与 都 列举 出 来 . 注意 到 表 60 中 ,和 与 了 交替 地 出 现 一 个 比 另 
一 个 大 1 的 博 况 ,如 果 不 用 这 种 办 法 ,我 们 在 维 列 中 只 列 出 两 条 
直角 边 中 的 较 小 者 ， 


序号 A 7 
1 3 5 
2 29 29 
3 119 169 
4 696 985 
5 4059 5741 


这 个 级 列 称 为 AA. mop xx — Fl IB OY MH Z 列 , 同 以 前 一 
样 , 则 有 关系 式 A-— 6A, ,— À :十 2,7 一 6Z -1 一 1 例如 ,在 
第 五 个 直角 三 角形 中 有 + 一 5,A,. 一 4059;A,_, 二 696;A,-s 一 119+ 
而 4059 —6 - 696—119+2. Aah Z. =—5741:2,_, = 985; 
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Z..,— 169, iij 5741=6 + 985— 169. 于 是 , 紧 随 其 后 的 三 角形 边 
长 即 可 迅速 地 算出 来 ,下 面 再 给 出 一 个 可 用 于 检验 数据 是 否 正 [123] 
确 的 式 了 于 ;A 十 4,1 十 Zi 十 1 二 2Z,; 例 如 ,4059 十 696 十 985 十 1 
一 5741. 
读者 们 或 许愿 意 证 明 以 上 三 个 关系 式 , 并 继续 推算 20 个 或 
更 多 的 两 直角 边 是 连续 数 的 毕 氏 三 角形 . 本 书 作 者 已 计算 了 前 
100 个 这 类 三 角形 . 最 后 一 个 三 角形 的 较 小 的 直角 边 与 斜 边 已 
在 此 处 特别 刊 出 ,如 果 读 者 们 也 想来 计算 一 下 ,从 第 11 个 到 第 
100 个 ,也 许 它 是 一 个 极 大 的 精神 支持 . 如 果 他 在 半途 丧失 信 
心 ,那么 他 可 以 参看 第 26 章 并 找到 数 达 100 个 之 多 的 全 部 管 
案 . 
Aco = 216696931486137883305479797292863071640152 
02768699465346081691992338845992696, 
Z oo = 30645573943232956180057972969833245887630 
954508753693529117371074705767728665. 


直角 边 由 一 个 77 位 数 表示 的 三 角形 基本 上 是 一 个 极其 精 
确 的 45" Ah SMe = SUE. 每 只 锐角 与 45" 角 之 间 的 差异 ， 
正如 大 们 斯 预期 的 那样 ,小 得 微乎其微 ,但 如 果 构 成 此 角 的 两 条 
X1 8E KK (8 JE Rb xx ,最终 也 许 会 相当 散 开 ,. 一 个 电子 的 直径 大 约 是 
8，10-" 英 寸 , 现 在 设想 可 测 空 间 的 外 部 限制 为 一 千 亿 光 年 ,这 
个 数据 要 比 巴 洛 谭 山上 的 200 英寸 望远镜 以 及 加 利 福 尼 亚 州 大 
松树 市 的 最 新 射电 望远镜 能 观测 到 的 字 守 范围 着 实 大 出 许多 
fà. 所 谓 一 光 年 ,是 光 以 每 秒 186,300 英里 的 速度 在 一 年 中 所 走 
的 距离 ,因而 大 致 等 于 186300，60，60。8765 英里 (每 年 大 约 
有 8765 小 时 强 》, 亦 即 六 万 忆 英 里 (6，10* 英 里 ). 上 述 那 个 极 
其 兴 涉 的 角 的 两 边 ,即使 延长 到 宇宙 的 尽头 (大 约 6 + 109 3& 
里 ), 再 把 一 个 电子 无 限 分 定 ( 如 果 那 是 可 能 的 话 ) 一 一 或 者 把 一 


个 氨 原 子 核 ( 它 只 有 得 原 于 的 066 那么 大 ) 分 成 极 小 极 小 的 球 
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体 , 其 数量 比 地 球 上 所 有 水 滴 的 总 数 还 要 多 得 多 . 级 然 如 此 ,上 
述 那 只 小 角 两 边 之 间 留 出 的 空 析 ,依旧 容纳 不 下 一 只 超 小 球体 ! 
因此 ,我 们 最 好 还 是 把 这 种 百 分 之 一 的 稀 育 事件 ?说 成 是 一 个 
正好 45" 角 的 等 腰 直 角 三 角形 ,心安理得 地 放 它 过 关 . 
Sr 条 直角 边 与 身边 可 以 用 公式 表示 为 7 的 函数 而 直接 算 
C124] 出 ,不 必 依 千 “ 循 环 " 级 数 .但 此 种 公式 不 切实 际 , 因 为 计算 起 来 
极为 繁复 ;公式 如 下 : 


(V2 +"! = (V2 = pr 


1 

A, = 4 ~ 3? 

zw 2 tO 02-p" 

. zi 
令 r 二 1,2, 于 是 有 ， 

A E+ a dag, 

g C42 t Dt- 1 ;, 

L 2/2 

A -SZIL lg, 

_(4eF EY +72 — VF 
Zi oa 29. 
Xi A S Z i Xi d BE HOR RE 

的 增 大 依然 非常 显著 . 


计算 两 直角 边 为 连续 数 的 毕 氏 三 角形 ,有 一 种 方法 较为 简 
便 , 可 以 使 用 下 列 规则 : 若 mn 为 此 种 毕 氏 三 角形 的 母 数 , 而 


Q 统计 学 里 有 两 种 置信 限 ,一 为 55;, 一 为 1 如 :此 处 属于 后 一 种 . 低 于 百 分 之 
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mn Vll 2m--n.m 将 能 产生 另 一 个 此 类 三 角形 .例如 3.4.5 = 
角形 的 母 数 为 mm 一 2,n 一 1; 则 以 5 与 2 为 母 数 ,将 可 得 出 21， 
20,29; 再 下 一 对 母 数 是 12 与 5, 它们 可 以 得 出 三 角形 119,120, 
169, 等 等 , 依 此 类 推 . 

—^r xe oy ffi BS eL ERR Er 3 55 8 s JE GE ES 
角形 的 决定 . 由 此 可 得 或 者 是 m — ri mire 或 者 是 
2mn-- 1 m? d- ?. 第 一 式 无 正 整 数 解 , 因 那 时 » 将 为 无 理 数 , 由 
第 二 式 可 得 m —2mn-2/—1. Bonn = 1, Fe mnt. A 
Jb. HE m 5n XE SUE PURER SB — EAUX 
1, 当 然 ,这 只 有 在 一 个 本 不 毕 氏 三 角形 中 才 有 可 能 实现 , 

毕 氏 三 第 形 的 面积 显然 等 于 mn Gn? — 8"). 在 问题 8 中 ,要 
求 我 们 求 出 面积 相等 的 三 个 毕 民 三 角形 ,也 就 是 需要 求 出 以 下 
方程 的 整数 解 : 


mnm? — n*) = palt — q^) = tae? — w^»). 


ix RE GERE AH OET E SUE ^ PESE ASA 
法 求解 . 图 6 所 示 的 三 个 三 角形 都 能 满足 上 述 关 系 式 . 


(RERS + $t = (R1 7 SHE 
(R -RSA $1) (ORE 9t 
(Rt R54 53)! (RY + DRS)? 


HR -SR ARS 4S —— 2ORSeSS(RERSeSO — 200. DKS) 4 RS4 SS) 
Hs 有 相等 苗 积 的 毕 氏 三 角形 


此 解 对 应 于 ， 
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mortrts,p=m=erPo+rsts', tor? + Ors, 


n= r*—sg, g = 2rs ps5, u= rt 十 rs +s 


会 共 面 积 等 于 rs(2r d Gr 3-252 Cr 9-52 (1 — s). 

著 r=2,s 二 1, 于 是 得 出 三 个 数组 (40,42,58);(24,70,74); 
{15,112,113) 以 作为 毕 氏 三 角形 的 三 边 , 其 中 每 一 个 三 角形 的 
面积 都 等 于 840.435 6—3.5—1.(8 bw — A (105.208, 
233):(120,182,2182;(56.390.3940 ; 每 一 个 三 角形 的 面积 都 是 
10920. 

费 马 利用 一 种 简单 办 法 来 求 得 两 个 等 积 的 毕 氏 三 角形 . UE 
a.b EB EI Ac EPN, WAKA a^ — c LER m= 
c! n — 2ab 作为 一 个 新 的 毕 氏 三 角形 的 母 数 ,从 而 得 出 后 者 的 直 
fB 3 m? — n! — ct — Aa!b? = Ca? — b, 2mm = Acab, LJ RE 33 3h 
m+ s? c t dah, 其 面积 等 于 2e^ab(c! — 4a*5^) = 2c'ab (a? — 
BY. BR OW = Ae E E asb ARU 2e (i s» BrxXEGI T fü 
形 是 等 积 的 . 这 很 容易 证 明 ; 后 面 这 个 “ 放 太 ”过 的 三 角形 的 两 条 
AWE a+ 2c Ca? — 00 5 b - 2c(a* — 50 , Bi 8. gh PR ATE 
2c*ab(a!* — b! Y, 

如 取 a—4,5—3.c—5, WER m —25,n— 24, E RASH 
角形 之 各 边 长 是 49,1200,1201. 把 4,3,5 TEL 2 * 5 + C4? 
— 81) — 70, JA "Ie df] — FRE RA 280,210, 350. 而 这 两 个 三 
角形 的 面积 都 等 于 29400. 

三 个 本 原 毕 氏 三 角形 所 共有 的 最 小 面积 是 13123110. 这 三 
个 三 角形 的 边 长 分 别 是 ;4485,5852,7373;19019,1380,190693 
3059,8580,9109. 它们 各 自 对 应 于 其 母 数 :77,38;1386,5578,55. 

具有 相等 面积 的 三 个 毕 氏 三 角形 也 可 从 算术 级 数 的 相连 四 
项 中 产生 出 来 , 设 ab,crd WIM, WAM m= ab, n=cd 能 
得 出 第 一 个 三 角形 ; 母 数 atc 一 Byclc 十 5 可 得 出 第 二 个 三 角 
He ER de bbe +H) OB BETS HARE. BF abed 
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分 别 取 1,2, 3,4 的 值 , 则 上 述 母 数 将 是 2,1211,15;4,10; 与 之 
对 应 的 三 个 三 角形 ,其 直角 边 是 140,48;224,30;84,80, 而 它们 
中 的 每 一 个 ,其 面积 都 等 于 3360. 
下 面 是 四 个 等 积 的 毕 氏 三 角形 的 为 数 甚 少 的 儿 例 .字母 m, 
n fe — fRE n BER LE PSEL AR 2 SIKH kon! 5 &(2m»). 
1 2 3 4 
m B8B m n hk m nm k 
341880 56 55 1 40 37 1 
17957940 92 77 1 16» 4 1 23 12 13 28 5 1 
116396280 133 88 1 152 35 1 
1071572040 232 155 1 301 49 1 
1728483120 259 144 1 368 35 1 
问题 9 与 问题 10 留 给 读者 去 求解 .上 
* * * 
下 夯 的 问题 原先 出 现 于 《美国 数学 月 刊 3:“ 试 求 某 种 图 式 ， 
以 粳 得 人 们 能 机 械 地 写 出 一 系列 正 整 数 边 长 的 直角 三 角形 而 不 
需 任 何 计算 . ”此 问题 的 解法 如 下 :在 关系 式 a^ P — 6 HR 
cmbt] 于 是 =e —P =F 4+264+1-8= 2641.8 F a? 是 个 
奇数 ,所 以 a 也 应 该 是 奇数 , 设 它 等 于 2n). FR a Sdt 
dnt 1,52 (a? —1)/2— 252? + 2n. MI e—5-- 1 295 H antl. 车 
把 n GH 10 的 正 整 数 亚 , 则 我 们 就 可 以 造 出 一 张 礁 格 ,开头 的 
三 个 数 是 21,220,221, 议 后 在 中 间 不 断 插入 0, 如 表 61 BER. 


on 
[^] 
= 
ta 
w 
= 
=. 
w 
i 
e 
on 
— — = D 一 


n a-—2n--1 b — 2n! +n < 一 2 十 28 十 1 
10 2t 220 ^ 821 
107 201 20200 20201 
10° 2001 2002000 2002001 
10 20001 200020000 200020001 
10° 200001 20000200000 20000200001 
105 200000) 2000002000000 20000020000001 


3 61 可 以 机 械 地 写 出 来 的 毕 氏 三 角形 
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类 似 地 ,也 可 从 2 = 20 开始 , 即 10 ERRER, 由 
41° + 840? = 8417, 
接 下 去 的 是 
401* + 80400: = 804017, 
等 等 . 
也 可 以 从 Ga 一 6n 十 9 一 292 十 6ayc 一 282 十 6 十 9 开始 , 则 当 
n 为 10 的 正 整 数 次 署 时 ,有 一 连 串 等 式 : 
69* + 260? = 269, 
609% + 206007 = 206097, 
等 等 , 依 此 类 推 ， 


1643 年 , 费 马 写 信 给 梅 柔 ,要求 找 出 一 个 毕 氏 三 角形 ,其 两 
直角 边 之 和 以 及 斜 边 均 为 平方 数 , dX; — unie X.Y.z. BRE 
味 着 变 求 如 下 关系 式 解 成 立 : 

X T Y= a’, 
Z = b, (1) 
X +Y = 7 一 上 
其 解法 显示 了 费 马 的 著名 方法 “无 限 递 降 法 ”的 一 个 实例 ,但 这 
里 并 不 是 证 明 条 件 不 可 能 ,而 是 表明 怎样 从 某 种 形式 的 方程 的 
最 少 可 能 的 解 开始 ,一 步 步 地 得 出 其 他 解答 ,直至 题目 条 件 得 到 . 
[128] 满足 为 止 . 这 种 办 法 是 非常 巧妙 的 . 
设 
X—Y¥ =e, (2) 
把 (1) 式 与 (2) 式 联 立 起 来 , 解 出 六 与 Y, 得 到 


X a+e)/2, Y — (à! — e)72, 
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则 
X? + Y? = (2a' + 268)/4 = Cat + €7)/2 = Z5 = 6, 
EA 
a+e=26 或 2b — a! =e’, (3) 


HERA SE EET RUEZ X RIVA: X =m’ nY S mn Z= 
m'a! —U.(B di —- Z 的 表达 式 本 身 醒 是 一 种 毕 氏 三 角形 
关系 ,故而 有 : 

m -—r5—sii n= 2rs; bsri ts. (4) 


FA DA om — nt mn =a = Con +n)? —2n? £g Gn tnyY—a= 
2n* ,也 就 是 说 ,我 们 必须 求 出 两 个 平方 数 ,它们 的 差 是 某 个 平方 
数 的 二 倍 . 但 A — B= 2C* HW: A=? H u BE 24; 
C — 2tu 3X ERR DRIEN. (m+n) B= 
a;C=n FE m--n—0-- ut n-— ote, ATR m—6-4-244— 2tu. 
Ae 5 u RA mon CORP Ss BKM mon 当然 应 该 
相等 ,于 是 有 : 
ri — s! = 2? + 2u* — 2tu, 
2rs = 2tu. 
要 求 这 些 参 变量 的 正 整 歼 秆 以 同时 满足 黄 个 方程 . 由 zs 二 tu 可 
得 r/t—u/s. 假定 这 两 个 分 数 的 最 简 分 数 是 dic. 于 是 = kd;# 
= Ldr =ke; = Le. 代入 (5) 并 合并 整理 , 即 得 ， 
Ete? + 245) — 2cdLK + Bc? — d*) = 0, 
Buf oe 
CL/RY (c + 2d*) — 2cd (L/k) + G* — d*) = 0. 
用 一 元 二 次 方程 求 根 公 式 解 出 工作 , 便 得 


L/k = [ed + (2d — < 和 /cz + 245. 
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这 就 要 求 2d —c* ET ERR REV’ ,于 是 有 
2d' —c* = V, (6) 


现在 可 以 看 到 :(6) 式 的 形状 篇 直 同 (3) 式 完全 一 样 , 仅 不 过 
涉及 的 数字 要 较 小 一 些 . 于 是 我 们 又 可 从 (6) 式 开始 ,通过 类 他 
的 解析 步骤 而 再 次 得 到 一 个 与 它 类 似 而 数值 更 小 的 关系 式 . 由 
此 可 见 , 如 果真 的 有 解 , 则 最 小 的 解 必然 会 达到 的 . 而 这 个 最 小 
解 是 2 1 一 1 一 1 这 里 d 一 ce 王 v= 一 1 从 这 些 数量 回潮, 可 以 
得 到 (3) 中 的 ,a ,e. WERNA X Y.Z 所 定 下 的 条 件 得 到 满 
足 , 那 么 解 恒 找到 了 ;如 果 还 不 满足 ,那么 我 们 就 令 5 一 中 ,一 
ce 一 Vi ,再 照 葫芦 画 阁 地 进行 下 去 来 求 得 新 的 baye 值 ,直至 
最 后 求 出 所 需要 的 解 为 止 ， 

在 代入 数值 之 前 ,让 我 们 上 略为 总 结 一 下 土 述 步 又 : 

OD Vc.d BRA AE 24d* cà —V* 的 任何 正 整 数 , 例 如 
1.1.1. 


(2) Lcd tV, (3) mr -—5, 
kc td, n=ĝrs, 
r=kd, b= +s. 
s= Lc. 

(4) X—m'-—n', (5) X+¥=2’, 
Y=2mn, X-—Y-e. 
Z=0'. 


先 假 定 d=c=V=1, FT BF 
L/h = C1 £1)/3 = 0/3 aE 2/3. 


L=ORPERVER; E L=—2.4=3 RHA rH td —83.5— 
Lc—2;m-—5,n—12; X = —-119,¥ —120,Z 2169 — 13". 不 幸 的 
是 ,作为 毕 氏 三 角形 的 一 边 ,一 119 这 个 值 是 不 能 接受 的 . 连续 
HEFE E bae 的 值 ,此 时 即 有 +H —5—13; X -Y-—a— 
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1.X—Y-e- —239. 方程 63) 与 (67 可 得 到 满足 , 即 2。134 一 1 


= (—239)?, 

TLRINB— KBR SEL d = 13:6 — 1V. — — 239. 则 有 
L/k = (13 * 1:3: 2399/01 +2 + 137) = 252/339 = 84/113 或 
( — 226/339 —2/3. B L=—2,4=3; M] r—39,5— —2, ifii m 
=r? —5?=1517,n= — 156; X = 2276953, Y = —473304. HF Y 
的 值 是 负数 ,我们 只 好 再 次 舍弃 , 改 为 再 试 工 一 84 居 一 113, T 
r21469,5— 845m = 2150905 n= 246792; 


X = m? — n! = 4565486027761, 
Y = 2mn = 1061652293520, 
Z = & = 4687298610289 = 2165017". 


并 且 
X + Y = a? = 2372159* = 5627138321281. 


看 来 很 难 相信 这 三 个 数 是 满足 给 定 条 性 的 最 小 数 , 但 真相 
确 是 如 此 . 正如 人 们 所 猜想 的 那样 ,第 二 个 最 小 解 所 得 出 的 数 
B ,如 果 表 示 成 英尺 或 英寸 数 ,由 此 而 形成 的 毕 氏 三 角形 的 两 条 
直角 边 , 无 疑 将 会 超出 银河 系 的 边界 . 


* * * 


毕 氏 三 角形 的 周 长 等 于 


Kn? — n) + KCGma) + Kim + n) = K(m! 十 2mn) 
z2Kmm +n). 


要 想 求 出 周 长 相 等 的 毕 氏 三 角形 ,实际 上 意 球 着 怎样 将 一 个 数 
用 多 种 方法 表示 成 2Km(m 十 四 的 形式 . 此 事 看 来 非常 容易 ,但 
事实 上 这 些 数字 并 不 很 小 , 找 起 来 也 不 太 容 易 . 下 面 的 表格 中 给 
出 了 五 组 实例 ,每 组 有 三 个 本 原 毕 氏 三 角形 , 周 长 都 一 样 , 母 数 
mın AURAR p 也 都 给 出 
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周 长 1 2 3 
prim(mtad m ^" "m n m n 
14280 60 59 68 87 84 1 
72930 18? 8 165 56 143 112 
81510 195 14 165 82 143 142 
92820 170 103 182 73 210 11 
103740 182 103 190 83 210 37 


这 五 例 中 的 三 角形 都 是 本 原 的 ,但 如 果 人 允许 用 非 本 原 三 角 
形 , 则 三 数组 中 可 以 有 为 数 很 小 的 周 长 ,例如 120. 这 样 的 三 个 
直角 三 角形 ,其 边 长 分 别 为 (20,48,52), (45. 24.510. (40, 30, 
50). 

有 相同 周 长 的 四 个 本 原 毕 氏 三 角形 也 已 经 发 现 . MAK 
于 1,000,000 的 四 个 三 角形 组 ,只 有 七 个 实例 .因而 可 以 说 是 相 
当 稀 少 的 . 这 些 周 长 中 ,最 小 者 为 317460; 对 应 的 母 数 是 (286， 
269),(330,1512.(370,59), (390, 12, SPL f& JE B9 3 I 2p 90 
E (153868, 9435. 154157), (99660, 86099, 131701), (43660, 
133419,140381), (13260, 151811,152389). 读者 们 能 找 出 另外 
六 个 解 吗 ? + 

边 长 为 693; 1924 与 2045 的 本 原 毕 氏 三 角形 ,其 面积 为 
666666. T 

有 许多 毕 氏 三 角形 ,它们 的 面积 数 用 遍 了 9 或 10 个 不 同 数 
Babee 149 与 58 所 产生 的 毕 氏 三 角形 ,其 面积 为 
162789354, Aa 224 与 153, 所 得 之 面积 为 917358624. BETA 
666 5 5 Bb Em f. 1476958230; EM 406 与 279 产生 面积 


OD 读者 们 也 许 会 感到 奇怪 ,为 什么 要 特别 举 出 666666 W? 原来 ,666 BIS 
BARN. BAM ERM SIG. 一 一 译 者 注 . 


9854271630, 则 十 个 数码 都 齐备 了 . 


* * * 

任 一 对 毕 氏 三 角形 都 以 一 种 奇妙 方式 相互 联系 . BAB, 
Ciad 分 别 表示 两 个 直角 三 角形 的 直角 过 与 斜 边 , 则 必 有 
(C--cY — CAT-aY — (GB - 5)! — D? , E 8 39 — E JE. 进一步 还 
有 以 下 关系 式 ， 

Cc — Aa — Bb = 2E! , Cc — Ab — aB = 5, 
Cc + Aa + Bb = 2F*, Cc + Ab + aB = K*, 
Cc — Aa + Bb = 265, Ce + Ab — aB = LF, 
Cc + Aa — Bb = 2H?,Ce — Ab + aB = MI, 


* * * 


任意 算数 的 平方 可 得 出 毕 氏 三 角 边 的 两 直角 边 , 例如 (2 十 
i) 23-- Ai, i 332-4! — 5, 另外 还 让 
(34-2i)! — 54-12;, fif 5^4- 12: — 13*. 
一 般 地 说 ， 
(a -Fbi )! = (a? — b!) + 2abi , Tj Ca! —5!Y* + (2ab)* = Ca? H Y. 


读者 们 当 能 回忆 得 起 二 V —1,g-—1,:27-—5i6—oL. 
通过 这 种 办 法 ,可 以 求 得 和 为 次 赛 的 两 个 平方 数 . 例如 可 
Ht a-2.5-1,B 
(24+: —84-12i 4- 6i --8 —2--13i 而 2*--115—5*. [132] 


FRE (37-2) — 814-216: + 21677 -- 9679+ 16* = — 119— 1207, 
此 时 可 得 关系 式 119! 2-120! = 13*. 一 般 地 说 ,利用 二 项 式 定 理 
KRH (a+ oi)" E iy Ay 92 X 3c BE 55 e AB AS RNC, RE RT EAR 
zry ai 的 关系 . 若 x 之 值 能 分 拆 为 :十 大, 虽 对 任意 正 整 数 
a MBER xz: 十 y: 一 xz" MER. 例如 ,xz 二 13= 二 3 十 如 ,而 二 
3, 则 通过 (3 十 20): 的 展开 ,可 以 找到 两 个 平方 数 , 而 其 和 是 等 于 
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13°= 2197 BY. 实 部 和 虚 部 的 系数 即 为 所 求 的 数 <,y，, 对 本 例 来 
说 就 是 9 与 46, 从 而 得 到 关系 式 9° + 467 — 137. 
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Bas 平方 奇观 


请 配 一 想 , 正 方形 可 有 意思 哩 : 它 多 么 完美 ,多 人 么 对 称 . 所 有 
的 边 都 相等 ,每 只 角 既 非 笔 得 迟钝 ,又 非 险 得 尖锐 ,它们 不 锐 不 
钝 ,正好 是 直角 . 正方 形 有 许多 美妙 的 几何 性 质 . 读者 们 或 许 能 
回忆 得 起 ,怎样 通过 贺 规 , 直 尺 作 图 法 把 任 一 矩形 转化 成 正方 
JE. 方法 是 先 找到 矩形 两 条 邻 边 的 “比例 中 项 ” 此 外 ,还 有 大 名 
S a SETA BP Ti REB UBL f — 8350. CEA i 
积 之 和 等 于 斜 边 上 的 正方 形 面积 .” 


H7 一 个 正方 形 


这 里 我 们 不 想 多 谈 正 方形 的 几何 性 质 , 而 主要 从 数值 角度 
来 考察 这 种 正四 边 形 ， 所 请 平方 数 是 数列 1.4 "Um 16,25, --rpft 
整数 . 在 数列 的 连续 两 项 之 间 不 难看 到 一 种 关系 , 那 便 是 ,第 一 
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数论 妙趣 


个 平方 数 吉 上 3, 就 能 得 出 第 二 个 平方 数 , 而 后 者 再 加 上 5, 叉 可 
得 出 第 三 个 平方 数 , 如 此 等 等 . 一 般 地 说 ,如 果 把 27 十 1 Me x 
的 平方 上 去 , 即 可 得 内 下 一 个 平方 数 , 妈 ;x 十 (2x 十 1) 一 《x 十 
0. 例如 5: 十 2 541-6. 

已 知 一 个 平方 数 , 下 一 个 平方 数 立 即 可 以 写 出 . 例如 ,车 已 
知 18: 一 324, 则 下 一 个 平方 数 是 


19% = 18! + 2.18 + 1 = 3244 36 -+ 1 = 361. 


以 5 为 尾数 的 数 的 平方 可 以 脱口 而 出 , 拿 35 的 平方 来 说 ， 
Tu B r9 33€ ELE | 的 连续 数 4, 在 其 后 面 添 加 尾巴 25 , 结 
R 1225 就 出 来 了 . 用 此 办 法 不 难 马 上 算出 65^ — 4225 (6 X 7— 
42, 后 面 再 加 上 “尾巴 数 ”"25) ,15' 一 225 等 等 ,二 位 以 上 的 数 求 
平方 时 ,也 可 如 法 炮制 ,例如 1157 — 13225. 


AR GE AT AE OK aE a ER 
(a+ 6)! — a! + 2ab+ 8, 
We 
(a — bY =a’ — Zab + E, 
其 特例 自然 是 
ta 十 1 一 必 十 2a 十 1， 
与 


(a — 1 =a? — 2a 4 1. 
FR. EG 60 —3600. OR MRD 3 Hh 
61*— (604-1)! 60*-- 2 * 60 十 1 二 3600 十 120 十 1 二 3721， 
类 似 地 有 
59*—€60— 1)? = 60? — 1204-1 —3600— 120 4- 1 — 3481. 
稍为 困难 一 些 的 是 
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(a X 2) — a! E 4a c 4. 
此 时 即 有 


62? = (60 + 20* = 3600 + 4 * 60 + 4 = 3844, 
587 = (60 — 2)* = 3600 — 4 - 60 + 4 = 3364. 


末 位 数 为 0 的 数 ,其 平方 当然 很 容易 , 末 位 为 5 的 数 的 平 
方 ,上 面 已 经 讲 过 了 .与 原 数 相差 1 或 2 的 数 ,其 平方 也有 简捷 [136] 
办 法 , 这 些 东 西 加 在 一 起 ,就 几乎 把 平方 数 的 空隙 上 覆盖 得 莽 不 
多 .例如 ,70 与 8o 之 间 的 平方 数 ,我 们 几乎 都 能 马上 写 出 来 , 计 
RRD: 

707=4900, 

715 =€70+1)? =70 2-2 * 70+1=5041, 

7232 (70-4-25* — 705 +4 * 70+4=5184, 

73! = (75 -2¥ — 75! — 4 * 7542 -4— 5625 — 300-4 — 5329, 

741—(75—105— 751—2 © 754-1— 5625 —150--1—5476, 

757—5625QE 7X8=56 HAMRI 25), 

76! — (75--1)! 2 75! +2 。，75 十 1 一 5625 十 150 十 1 一 5776， 

773 一 75 十 2)2 一 753 十 4。75 十 4 一 5625 十 300 十 4 一 5929， 

78? = (80—2)* — 807—4 + 804-4—6400— 320--4— 6084, 

79°= (80—1)*— 807 — 2 + 804-1—6400— 160--1— 6241, 

80? = 6400, 等 等 ， 

FHA BP a AEM 1 到 100 的 平方 数 .这 是 治疗 失眠 证 的 
一 帖 良药 . 

另 一 个 甚至 更 为 简易 的 办 法 是 利用 熟知 的 代数 公式 ， 


(a+ Dla — b) =a — 9. 
移 项 后 得 
(a+ bla — b+ 8 = a’. 
一 65 一 


数论 妙趣 


HR POR OY a? ,于 是 可 以 适当 地 选取 总 ,以 使 +b Mab WH 
易 乘 数 (譬如 其 末 位 数 为 0). 例如 

47 = (474-32 (47 —3) 3-3! — 50 > 44-4 -9— 2205, 

96° = (964-4) (96 — 4) +47=100 * 92--16— 9216, 

113? 2 0130132(0113— 132 -13* 

= 126 + 1004-169 12769 
= (1134-3)(113— 32 +3? 
=116+* 116+9=12769. 
179? 一 (179 十 217(179 一 21? 十 213 
— 200 + 1582-441 —32041. 
* * * 

对 基 些 自然 数 区 间 , 存 在 着 非常 快速 有 效 的 心算 法 以 获取 
平方 数 . 例如 40 至 60 则 的 平方 数 ,计算 时 可 用 25 加 上 超过 50 
的 “过 剩 数 ”或 不 足 50 im dii TEIG RUE m SL SEN 

[137] 数 或 亏损 数 的 平方 . 例如 ,对 54? 而 言 , 过 剩 数 是 4, 加 上 25 后 得 
出 29, 再 在 后 面 添 写 4 的 平方 16, 于 是 马上 得 出 2916, 即 54 的 
平方 , 类 似 地 再 来 看 57 的 平方 ,此 时 有 25 十 7? 一 32, 而 7^ 49. 
于 是 57 —3249. 若 过 剩 数 的 平方 只 有 一 位 数 , 则 要 在 前 面 添 个 
0 ,以 凑 足 二 位 ,例如 在 算 53: 时 ,25 十 3 Jr EE ERIS SS 09, 便 得 53: 
— 2809. 对 46? 来 说 ,亏损 数 是 4, 于 是 在 25 一 4 的 后 面 添 写 44. 
即 得 465 = 2116.34 48 MA 25 一 2 再 添 写 04, RE 48: = 
2304. 

这 种 简捷 办 法 据 云 来 自 伦 赛 勒 综合 工艺 学 院 的 以 姆 士 * xR 

oy dB James MeGiffert} 教 授 . 方法 之 所 以 能 成 立 , 理 由 很 
明显 . 这 是 由 于 


(50 + x)? = 2500 + 100r + x? = (25-2100 + x’, 


Hj 100 乘 上 (25 士 rz) 意 昧 着 在 积 的 十 位 与 个 位 数 留 出 空位 , 正 
好 给 表示 为 二 位 数 的 x? 来 填补 , 此 公式 中 并 没有 排斥 z 大 于 
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10 的 情况 ,但 其 时 2? 将 不 正二 位 ,操作 起 来 就 不 方便 了 . 例如 


Xt 63* 来 说 ,将 有 252-13, PREIS ES: 137, BD 48 38 与 169, 也 就 是 
3969. 或 在 计算 36: 时 有 25 — 14, BEER 14. BB. 11 与 196, 28 Bp 
1296. 

在 计算 20 到 29 的 平方 时 也 可 置 于 适合 使 用 上 述 规则 的 数 
的 区 所 ,只 要 记 住 某 数 的 平方 是 此 数 二 信 再 平方 的 四 分 之 一 . 例 
如 要 计算 28: ,可 先 用 上 述 法 则 计算 56* ,再 将 结果 除 以 4. 类 似 
地 ,计算 82 € 98 之 间 偶 数 的 平方 时 ,可 先 除 以 2, 再 应 用 上 述 
规则 ,最 后 再 乘 上 4. 例如 在 算 82? 时 ,我 们 可 先 算 41: ,在 25—9 
的 后 面 添 写 9'-81,18 1681 后 ,再 和 腾 以 4, 结果 便 是 6724， 

对 90 至 110 之 间 的 数 也 有 一 个 类 似 规 则 . 


(lory = 100004 200r+a? 二 (100 土 2r)100 十 x 
=(100tartr)106+27. 


当然 它 也 可 用 于 计算 一 切 整数 的 平方 ,但 对 90 到 110 之 间 的 平 
ARE AA. 例如 在 计算 104? 时 我 们 将 有 104 十 04 并 在 后 面 
谨 写 16, 即 得 10816, 类 似 地 算 109 时 有 1094-09. REIR S 81. 
故 得 11881. 此 外 还 有 977 ER 97 一 3 二 94, 青 在 后 面 深 上 3, 最 
EEE 9409, LR 94 二 8836 等 等 | 

还 有 许多 简便 规则 可 用 ,但 大 多 数 人 ,也 包括 本 书 作者 在 
内 ,学 会 以 后 不 久 就 马上 忘记 了 . 

(Ef E € (Peter Barlow) 普 印刷 出 版 过 一 张 从 1 于 
10000 的 平方 数 表 . 对 数论 爱好 者 来 说 ,此 表 极 为 有 用 ,也 很 容 
易 搞 到 它 的 现代 版 . 巴 罗 的 原始 版 本 完工 于 1814 年 ?月 1 B. 
但 是 ,甚至 早 在 1781 年 ,直到 25400 为 止 的 平方 数 表 在 一 个 洗 
mk Dr. Hutton) 手 中 即 已 公开 刊行 . 

仔细 察看 一 下 这 类 表格 ,就 会 发 现 平方 数 的 某 些 有 趣 性质 . 
譬如 说 ,它们 全 都 以 0,1,4,5,6,9 结尾 , 决 不 会 是 2,3,7,8. 用 
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数论 妙趣 


数论 说 法 来 讲 , 前 一 组 数字 中 的 每 一 个 是 10 的 平方 剩余 ,而 后 
一 组 数字 中 的 每 一 个 却 是 平方 非 刺 余 .这 下 子 人 们 有 了 简单 的 
目测 法 ,尽管 这 不 过 是 判别 平方 数 的 必要 条 针 , 不 是 充分 于 件 . 
以 0,1,4,5.6,9 结尾 的 数 未 必 就 是 平方 数 , 但 不 是 以 这 些 数 结 
尾 的 数 则 肯定 不 是 平方 数 . 

一 个 更 好 的 排他 性 测试 是 检查 最 后 二 位 尾数 , 即 “100 的 平 
BMS”. 它们 一 共有 22 个 ,大 于 9 的 平方 数 ,其 最 后 二 位 尾数 
肯定 是 表 62 中 列举 的 尾数 之 一 . 


00 2] 11 64 89 
01 24 44 69 96 
04 25 49 76 
05 20 56 8l 
16 36 61 84 


* 62 ”二 位 平方 尾数 


在 研究 数 的 某 些 形 式 时 , 它 是 极其 有 用 的 信息 . 我 们 经 常 想 
确定 一 个 数 在 加 上 或 减 去 一 平方 数 以 后 ,其 和 或 差 是 否 为 平方 
数 , 上 述 二 位 尾数 就 能 帮助 我 们 迅速 排除 那些 不 可 能 的 情况 . 例 
如 我 们 要 求 一 个 平方 数 rtt 5581-2 是 平方 数 ,表格 就 会 告 
诉 我 们 ,z 的 结尾 只 能 是 00,25,56 或 81. (答案 应 为 r —4356 
一 66: ,而 5581 一 4356 一 1225 一 352. ) 

二 位 尾数 00 与 44 是 具有 相同 数码 的 唯一 结尾 . 平方 数 自 
然 可 能 以 任意 偶数 个 零 来 结尾 ,但 是 ,任何 平方 数 尾 部 都 不 可 能 
具有 三 个 以 上 的 4, 而 38: 一 1444 是 这 类 数字 中 的 最 小 者 . CS 
下 一 个 数 462: 一 213444 中 间 空 出 一 大 段 . 在 此 之 后 , 则 是 538° 
二 289444 5j 962! — 925444. 一 般 地 说 ,500x 士 38 是 平方 后 结尾 
有 三 个 4 的 数 .此 处 ,z 可 为 任意 整数 ,也 包括 0 ER. 

本 书 的 许多 读者 无疑 已 经 熟知 上 文 所 述 的 平方 数 的 末 位 尾 
数 法 出 ,但 未 必 知 道 平 方 数 应 该 满足 的 另 一 条 件 .除非 一 个 数 的 
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各 位 数字 之 和 等 于 1,4,7,9, 它 不 可 能 是 一 个 平方 数 . 此 性 质 可 


证 明 如 下 :一 切 整数 用 9 去 除 时 必然 留 下 余数 0,1,2,3,4,5,6， 
7:8; 也 就 是 说 ,一 切 整 数 均 可 表示 为 如 下 形式 ;9a ,9a 土 1,9a 土 
2,9a3: 3.9ad- 4. 这 些 数目 的 平方 除 以 9 时 ,其 余数 必 为 0,1,4， 
9,7, 但 是 ,前 已 说 过 ,一 个 数 用 9 除 时 留 下 的 余数 与 该 数 的 各 位 
数码 之 和 被 9 去 除 时 留 下 的 余数 是 相同 的 ( 见 第 8 章 ) ,这样 就 
证 明了 上 述 法 则 . 余数 0 实际 上 就 是 余数 9; 显 然 一 个 数 的 各 位 
数码 之 和 不 可 能 等 于 0, 除非 该 数 本 身 为 0. 

平方 数 及 其 性 上 质 一 直 深 深 地 吸引 住 数学 家 ,因此 总 是 有 人 
试图 把 一 切 关系 转化 为 平方 关系 . 任意 大 于 1 的 奇数 ,从 8 开始 
的 4 的 倍数 都 能 至 少 用 一 种 办 法 表示 为 两 个 平方 数 之 差 . 但 是 ， 
奇数 的 二 倍 是 不 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 差 的 .给 定 A 时 ,要 
想 解 方程 —y'— An] aty 等 于 4 的 任 一 除数 (但 应 大 于 
A 的 平方 根 ), 再 令 x 一 y 等 于 相 补 的 除数 . 这 两 个 除数 必须 同 
为 偶数 或 同 为 奇数 , 即 奇 偶 性 必须 相同 ,然后 再 从 x 十 y 与 x 一 y 
的 联 立 方程 中 解 出 zx 与 y. 

第 14 ROCHE A eK HAE Bi H 的 整数 所 
ARERR H= K Gu! +n). c XR ES ET 2^Q P ,这 里 a。 
是 包括 0 在 内 的 任意 整数 ,Q 为 形 为 4z 一 1 PROCEED. 
而 尸 为 4zr 十 1 形式 的 素数 的 乘客 之 积 . 如 果 至 少 有 一 个 Art) 
形式 的 素数 , 则 P 恒 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 mtn BS 
K 等 于 2 入 ,我 们 便 得 到 了 EE 的 所 需 形 式 ( 实 际 上 天 可 为 任意 
整数 ), 与 此 有 联系 的 问题 是 要 找 出 一 个 整数 可 表示 为 两 个 整数 
在 方 和 的 条 件 . 为 了 满足 此 项 要 求 ,Q 必须 代 之 以 Q* PRI EE 
整数 可 表示 为 两 个 整数 平方 和 , 则 它 必 取 2*Q'P 的 形状 (此 时 
K= 或 者 是 一 个 平方 数 , 或 者 是 平方 数 的 二 倍 , 丽 不 仅仅 
是 一 个 整数 ,这 是 一 个 比 以 前 更 为 苛刻 的 限制 ), 作为 一 个 实例 ， 
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2 3-547 + 139 WLIW 2'G* + 79°75 * 132 ,后 者 符合 所 
需 的 形式 , 本 章 的 后 面部 分 将 作出 交代 ,怎样 才能 把 此 数 表示 为 
两 个 平方 数 之 和 ， 

表示 为 N= pP p ne pang high e FE BY OE Bb p 
为 4z 一 1 形式 的 素数 ,gq 为 4z 十 1 形式 的 素数 ) 是 


[€2b, + 10 (25, + 10-25, + D — 1]72 


^F SEEK = FECE BU 83 ; (B. FUE PET AE AE B9 THRE OE BS 
和 ,此 种 表示 法 当 分 子 为 偶数 时 共有 


(bi + 1) Cb, + D--G, -+ 19/2 (公式 1) 
种 :而 当 分 子 为 奇数 时 , 则 有 
[十 DG + 1», 1/2] 172 (公式 2) 
种 . fA. N= 2" «3'«5* 7 - 13 可 视 为 
[21+ D(2-*3-- D — 1]/2 = 10 
个 毕 氏 三 角形 的 斜 边 ;但 只 有 
Q3 DG 0/224 


种 办 法 把 它 表 示 为 两 个 平方 数 之 和 . 只 有 半数 5 与 13 的 指数 要 
利用 ,而 其 他 的 素数 则 不 于 考虑 ， 

这 里 要 解释 一 下 上 文 所 提 到 的 定语 “不 相等 的 平方 数 ” (E 
何 一 个 平方 数 的 二 倍 22^ 可 记 为 x? 十 x*, 这 也 是 两 个 平方 数 之 
Al. 如 果 相 等 的 平方 数 也 可 允许 的 话 , 则 由 公式 2 给 出 的 解数 要 
增加 一 个 ,或 者 在 无 解 的 情况 下 将 它 堵 作 一 个 解 . (这 里 要 用 公 
式 2 而 不 是 公式 1, 因 对 2z? 而 言 , 它 的 一 切 奇 素数 因子 的 指数 
必 为 偶数 ,此 类 指数 的 乘积 加 1 以 后 必 为 奇数 ,可 见 分 子 是 奇 
数 , 这 就 要 求 使 用 公式 2. ) 因 此 ,对 2 5 - 13? 来 说 ,公式 2 表 
明 它 有 

— 170 — 


Wi T3555 


[2 + 12+ 15/2] — 1/2 =4 


AR (E 57 «1325 + 13° 可 看 作 是 第 五 解 . BAP. 3} 2 © 37-18 
来 说 , 按 公式 2, 它 应 视 为 无 解 ,因为 数 18 是 不 含有 4zr 十 1 形式 
的 除数 的 . 但 按照 上 面 的 说 法 ,也 可 看 作 它 有 3: 十 3: 这 个 解 ， 

对 平方 数 的 二 倍 作 了 这 种 补充 说 明之 后 ,于 是 公式 可 以 修 
改 为 


Gi, + (5, 十 DOG, T 172 — Ec 1793/2. 
当 2 的 指数 an AARON 是 平方 数 的 二 倍 , 公 式 2 中 的 
一 去 将 变 作 十 去 ,从 而 添加 一 解 : 当 we 为 偶数 时 ,原先 的 数 N 


不 可 能 是 平方 数 的 一 倍 ,于 是 一 志保 持 不 变 ,从 而 不 增加 新 解 . 

雅 可 比 给 出 了 一 个 巧妙 规则 来 说 明 -- 个 数 表示 为 两 个 平方 
数 之 和 时 究竟 有 多 少 种 方法 :把 4z 十 1 形式 的 除数 超过 4x 一 1 
形式 的 除数 的 个 数 再 乘 上 4. 但 须 注意 在 此 规则 中 :(1) 把 0 也 
看 成 一 个 平方 数 ;(2) 平方 数 看 成 是 正 数 与 负数 的 平方 ;(3) 两 
个 平方 数 的 先后 次 序 也 要 考虑 ,因此 ( 士 3 关 十 ( 士 4 和 7 将 视 为 八 
解 . 所 以 公式 1 与 公式 2 较为 合适 ,也 符合 一 般 人 对 于 “两 平方 
数 之 和 ”的 理解 

第 14 章 已 提 到 过 一 桩 神奇 性 质 ,每 个 形 如 4z 十 1 AR 
能 唯一 地 表示 为 两 个 互 质数 的 平方 和 , 这 种 唯一 表示 法 对 此 种 
CRUS TENE FeO — ERE RSEN RUN EO 5m 1 
2512 * 5-1! 35:55 — 2^2- 11552 * 5 — 9 13". 但 是 ,对 于 4zr 一 
1 形式 的 数 ,不 论 它 是 素数 或 合 数 , 均 不 能 表示 为 两 个 平方 数 之 
和 |. 

上 述 公式 1 或 公式 2 也 能 表示 单个 4z 十 1 BAN RAR 
表 为 两 平方 数 之 和 的 方法 数 . 我 们 可 按 乘客 的 或 奇 或 偶 交 蔡 
地 使 用 这 两 个 公式 . 如 选取 此 类 素数 的 最 小 者 5, 我 们 即 可 得 
出 表 63. 
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Ne 


5" 


把 N* Kr XU 


ABZ AB FR 
任何 方式 mwa 
1 1 
l 1 
Z i 
2 1 
3 1 
3 1 
4 1 
4 i 
5 1 
5 1 


+r 

PHP 

510,2! c-r 

152+ 20 :7* 4- 24! 

25!-F 50; 10 4-557, 387 +41? 

75! + 1007, 35* +120" ; 44* +117 

50 2-2757,125* 4- 250^, 1907 -- 2057; 
29! -- 278! 

17574-6007 ,375* +500; 
220° +585? 1336! 4 5277 

2507 + 13757, 9507+ 1025"; 
6257+ 12507; 145? +1390?; 
718? -- 1199? 

875* +3000", 1875+ 2500", 
1100? + 29257 ; 1680" 4- 26357; 
237! 4 3116! 


表 53 UE N—axc1—5 883RNEETOSPIOE DELE 


值得 注意 的 是 ,在 互 质 情 况 下 只 有 一 种 表示 法 , 表 中 用 


HERH H. 这 对 素数 .素数 的 方 午 以 及 此 等 数字 的 二 倍 都 是 


如 此 ， 


* 


* * 


Pi OE 37 38 2 30 RE VA PT EARZA , Ep 093 27 3E PU RE PS 


个 平方 数 之 和 . 这 种 关系 真是 奇妙 ! 由 5— 27 1*,13— 3 727. 2 
(TSH 5» 1325 65— 8'-E 1? RN 77 - 49. 这 种 关系 来 自 代 数 恒 等 


X: 


— 72 一 


(a? +82) (c* --d*) = (ac 4-bad Y + Cad — bc Y? 
— (ac-— bd Y + Xad -Fbc?*. 


tn 58 ISO BL RAPA IPRC CS FE SUR 


(公式 3) 


S150 FRASER 
(a* + 6) (a? + 6%) = (a? + 6°)? = (a? — B®)? 4+ (206), 
(AK 4) 


此 时 仍 可 视 为 两 个 平方 数 之 和 ,但 表达 法 只 有 一 种 , 例如 ， 
(3? 20 + 2%) = 13? = (3? — 27)? + (2 3+ 2)? 
= 5? + 12°, 
请 注意 ,公式 4 是 一 种 毕 和 三 角形 的 关系 ,犹如 第 14 章 中 的 公 


xx 1. 
如 在 公式 3 BGESEBUG. S c=d=1. MA 
2a? +B) = (a + bY 4+ (a — P9. (公式 59 [143] 


它 仍 可 视 为 两 个 平方 数 之 和 ,但 只 有 -- 种 表示 法 . 例如 ， 
2637 + 17) = (34+ 107 + (3 — 101» = 20. 
两 平方 数 之 和 也 可 以 是 一 立方 数 . 由 公式 4 (a? +o = 
(a? — A (2ab)*, Bii fe] E EA Ca? 2-55 ,并 利用 公式 3; 即 有 
(a? + PY! = (ta? — 6)? + (Gab) KG? + 0) 
= læ + ab y t (—wb— Py, 


也 可 变换 到 
(a* 一 3ab*>? + Gah 一 679%, 

4 a—2,b—1 并 代入 上 两 式 , 即 得 1954-55 — 57,2? Tr 11* — 8*. uf 

(a? + ab") 5j Co a!b — 50 f EET ZI SR (a? — 36°) 5 Ga?b — 

三) 各 自 平方 之 和 都 是 立方 数 . 采用 类 似 办 法 可 以 导出 两 平方 和 


BF n RAW AH. 
现在 我 们 准备 讲 一 讲 怎 样 才 能 完成 一 楷 令 人 生 晨 的 任务 ， 
FOR 27+ 3'+5 + rol 表示 为 两 平方 数 之 和 . 显然 ,5 与 13 是 


4z 十 1 形状 的 素数 ,因而 我 们 已 经 知道 它们 中 的 每 一 个 都 可 表 
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示 为 两 个 平方 数 之 和 . 但 当 素数 很 大 时 ,要 做 到 这 一 点 相当 不 容 


HR 艾 伦 ， 克 宁 汉 在 其 编造 的 谋 大 罕 格 “平方 分 割 ”" 中 给 出 了 此 
种 办 法 , 表 中 给 出 的 44 十 1 形状 的 素数 是 不 超过 100.000 的 . 但 
对 5 与 13 这 种 很 小 的 率 数 来 说 ,根本 不 必 去 查 表 , 一 限 即 可 看 
出 5—2!4-1*,13— 27. 由 公式 3, 

5-132 (2 + 13 + 27) = (6 + 2)? + 4 — 39 

— 8 +], 
或 也 可 表示 为 
(6—2)4- (44-30? 2 4* - 77, 

它们 叫做 第 1 解 与 第 2 解 . ELRES RR HRA BERK 
的 乘 军 集 于 一 组 ;这样 一 米 就 把 2 +，3:。5*，7:。13: 改 记 为 
(2% + 346 7% 6 1342 * 5* 1332. MRA 5 我们 可 将 2*，5*，13 
表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,因为 我 们 已 对 5。13 作 了 这 样 的 处 理 . 
利用 上 述 第 1 解 与 公式 5, 于 是 得 出 265。13)? 一 时 十 7? 类似 地 ， 
由 第 2 解 可 得 113 十 3?， 

ERU EAS) 2317-123 自然 是 个 平方 数 , 故 可 记 
为 

Qo e713=(2 © 3$ 7 * 13), 

将 此 平方 数 乘 以 平方 和 合十 77, 即 得 本 题 的 第 1 解 : 


2.3!.5-*7 «13 = (2! 8 -7-*13* 9)? 
+ (25.37 +7+13°7)*, 


5580731520 = (58968)? + (45864)? 
= 3477225024 + 2103506496. 
而 由 117+ 3? 导出 的 本 题 第 2 解 为 
21-35 718 = (22-3! 2-18 11? 
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十 (23 7。13。3)2， 


5580731520 = (72072)? + (19656)? 
= 5194373184 + 386358336. 


公式 1 告诉 我 们 本 题 一 共有 四 解 ,因为 4r 十 1 形式 的 素数 
5 与 13, 其 指数 为 由 盖 1,az=3, 代 入 公式 后 我 们 和 将 可 得 出 (1 士 
1)(3 十 1)72 一 4. 请 读者 们 自己 去 找 出 把 5580731520 表示 为 两 
个 平方 数 之 和 的 其 他 两 种 办 法 ,1+ 


* * * 


如 果 不 限 于 整数 解 , 则 任意 整数 的 平方 都 可 表示 为 两 个 平 
方 数 之 和 , 且 表 示 法 无 限 多 . 当然 ,解答 必须 是 有 理 数 , 即 分 子 、 
分 母 都 必须 是 整数 . 设 我 们 要 求 出 两 个 平方 数 , 其 先是 tox E 
一 个 不 含 4z 十 1 形式 素数 因子 的 平方 数 . 此 问题 有 两 解 : 
(2) E nx(] (35) ,但 我 们 可 用 如 下 办 法 找 出 许 许 
名 多 解答 ,只要 我 们 高 兴 , 想 多 少 就 有 多 少 . 

由 XPZ aA zen): 
LN E EE ELE 

(A*X?/Z?) + CA!?Y?/Z*) = At. [145] 

用 第 14 章 的 毕 氏 三 角形 关系 式 代 入 , 即 得 出 两 个 合适 的 分 
fir AGn! —n5)/ Gr M n2 5 2maA/ Gr Mg 9 ,它们 各 自 平方 之 和 
Wy A’, 例如 , 若 m-—Z,n-—l m-—3,.2—2,Bp s i8 ib E mins pss. 

E TAURO CAS ER m. -5 5 本 身 也 可 取 分 数 秆 ,从 而 可 
得 到 形式 更 简 的 结果 , 即 


ACM? — D/GF +1), 2MA/OTP +1), 


此 处 ,MM 可 为 任意 有 理 分 数 . MI Anm 16 TOM m S 
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€2[2/3 ]49/013/9) = 48/13, 


这 两 个 分 数 各 自 平方 后 ,其 和 即 等 于 16. 

如 果 我 们 想 求 平方 后 其 和 为 1 的 两 个 分 数 , 那 只 要 简单 地 
HRCA? DAMADA 2M/OfP DEI. 

有 可 能 找到 三 个 整数 X,Y,2 ,使 它们 两 西 亩 方 后 相 加 均 是 
MAP X^ Y! =a X!" MZ! -8.Y' MZ! c. 例如 ,4 十 
240° = 244; 44? 4-117: 2 1257, 240 2-117 = 2677. BAK. BLA 
为 44X117X 240 尺寸 的 长 方形 合子 ,其 各 面 的 对 角 线 长 度 均 为 
整数 . 一 台数 字 计 算 机 在 最 近 找 出 了 130 个 这 样 的 三 数组 . 

给 出 其 中 革 些 解 的 一 般 公式 (不 是 全 部 解答 ?为 ， 


X =2mn (3n? — n°) (3a! —m!), a—2mn(5m! — 6m*n! +5n*), 
Y —8mnGn'—n'), b= (mni Mn Y. 
Z=im nD Gn! n^ Himn) c Gn? — n) 6n! t 18min? +n). 
X Gn? nt — Amn): 

上 面 的 三 数组 相当 于 m—2.2—1 的 情况 . 

关于 平方 数 的 一 个 令 人 惊讶 的 事实 是 : 任 一 正 整数 均 可 表 
示 为 至 多 四 个 平方 数 之 和 , 证 明 这 个 定理 并 不 简单 .许多 正 整 数 
可 用 个 数 较 少 的 平方 数 之 和 来 表达 , 当然 ,所 有 的 平方 数 都 是 一 
个 平方 数 之 “和 ”, 我们 已 经 知道 ,2”QP( 此 处 PP 为 47 十 1 形式 
的 素数 之 积 ) 形 状 的 数 可 表示 为 两 个 平方 数 之 和 . 所 有 其 他 正 整 
数 除去 以 下 例外 均 可 表示 为 三 个 平方 数 之 和 ， 只 有 业 (8r 十 7) 
形状 的 特殊 正 整 数 ,例如 7,28,60,92 等 才 需 要 用 四 个 平方 数 之 
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和 来 表达 . 

数论 的 一 个 美妙 分 支 探讨 * 二 次 剩余 ”, 即 平方 剩余 问题 ,我 
们 将 在 第 19 章 中 加 以 讨论 ， 

有 一 类 正 整 数 称 为 * 自 守 数 ”, 这 类 数目 平方 之 后 ,最 后 x 
位 数码 与 原 数 的 最 后 x 位 一 样 , 例如 ,在 x+=1 时 ,任意 一 个 以 5 
结尾 的 正 整数 平方 之 后 末 位 数 也 是 5i — 2 时 , 末 两 位 为 25 的 
正 整 数 ,其 平方 数 的 末 两 位 必然 也 是 25:z 一 3 时 ,以 625 为 最 后 
三 位 的 任意 正 整 数 的 平方 ,最 后 三 位 也 肯定 是 这 三 个 数码 . 对 
z=1,2.3 来 说 , 另 一 种 解答 是 6,76,376. 这 些 数 的 平方 同样 也 
具有 类 似 的 遇 数 . 自 守 数 的 妊 数 现 已 计算 到 很 多 位 数 , 例 如 ,对 
十 进位 数 而 言 ,唯一 的 两 个 16 位 自 守 数 是 6259918212890625 
与 3740081787109376, 除 此 以 外 ,还 有 很 肘 浅 平凡 的 例 于 ,以 若 
干 个 0 结尾 或 在 许多 个 0 后 面 接着 1 的 数 ; 其 平方 数 当然 也 有 
同样 的 尾巴 . 

非 十 进 制 数 中 也 有 自 守 数 ,例如 对 6 进位 数 而 言 ,七 位 自 守 
数 有 两 个 , 非 此 即 彼 ,它们 是 1350213 与 4205344. 在 基数 为 p 
的 进位 制 中 ,x 位 自 守 数 必 需 困 从 规律 ， 


Xr mod p. 

平方 数 与 构成 它 的 数码 之 间 有 着 许多 值得 注意 的 关系 . 璧 
如 说 ,在 平方 数 2025 的 每 个 数码 上 都 加 1, 得 出 的 四 位 数 3136 
依旧 是 平方 数 . 是 然 , 二 位 平方 数 25 也 有 类 似 性 质 . 

把 65 8930930: FF 35753 ,得 出 56, 此 时 便 有 65^ —56' — 33"; 
对 二 位 数 来 说 ,具有 此 种 关系 的 仅 此 一 家 而 已 . 

表 64 列 出 了 具有 九 位 数码 ,不 重 不 漏 的 特殊 平方 数 : 表 65 
则 列 出 了 十 位 数码 的 特殊 平方 数 . 实际 上 这 只 是 其 中 的 一 部 分 
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11826° +:=139854276 
12363? = 152843769 
12543 = 157326819 
146765 = 215384976 
15681" = 245893761 
15963" = 254817369 
180727 == 326597184 
19023" = 361874529 
19377? —375468129 
19569° = 382945761 


[147] 例子 . 表 64 HA 33 例 , 而 表 65 则 有 87 例 . 


19362% = 385297611 
203167 = 412739856 
22887 = 523814769 
23019? = 529874361 
23178 = 537219684 
23439" = 549386721 
24237" = 587432169 
24274 = 589324176 
2441417— 597362481 
24807? — 615387249 


25059 —627953481 
25572? = 653927184 
25941? —672935481 
26409" = 697435281 
26733? = 714653289 
27129: = 735982641 
272735— 743816529 
29034? = 842973156 
291067 = 847159236 
30384? = 923187456 


k 64 含有 九 位 不 重复 数码 的 平方 数 


32043° = 1026753840 
32286? = 1042385796 
33144? = 1098224736 
35172: — 1237069584 


45624" = 2081549376 
55446? = 3074258916 
68763! = 4728350169 
83919 = 7042398561 


39147?= 1532487609 $9066? — 9814072356 
* 65 含有 十 位 不 重复 数码 的 平方 数 


在 一 本 古老 破旧 的 4 圣经 活页 上 记录 了 一 些 关系 式 , 它 表 
明 钢 个 平方 数 的 差 是 一 个 九 数码 齐全 ,不 重 不 漏 的 数 ,我 们 将 它 
摘录 如 下 ; 


11113? 一 “200 一 11313，10913 —123458769 
311117— 200^ — 31311 + 30911 —967854321 
111177— 200 — 11317 + 10917 —123547689 


11356* 一 2000?= 13356 - 9356 --124958736 
12695'— 6017'— 18712 * 6678 —124958736 
16260^—11808*— 28068 + 4452 —124958736 
12372:— 300°= 12672 * 12072 = 152976384 


* o6 含有 九 个 数码 的 平方 束 
请 注意 前 二 例 中 ,第 一 个 平方 数 ,第 一 个 因子 以 及 最 后 的 结 
Ried n ss TX. 
计算 机 何以 要 利用 这 些 数 码 的 特殊 组合 ,情况 尚 不 甚 清楚 . 
[148] 但 是 ,大 于 1 的 任何 奇数 ,作为 4 的 倍数 (4 本 身 要 除外 } 的 任何 
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偶数 都 可 表示 为 两 个 平方 数 之 差 . 或 许 用 单调 递增 或 单调 递减 
的 数码 来 作为 例子 更 有 趣 些 , 以 下 便 是 本 书 作 者 得 到 的 结果 ， 
123456789 —3* - 3607 + 3803—61728395'—61728394' 
—20576133* — 20576130* 
= 6858715°— 68587067 
= 18917715310" 
= 18133'—14330° 
—111157—294*, 
987654321 —3* © 17? + 379721— 493827161! —493827160' 
= 164609055? — 164609052? 
= 54869689" — 54869680" 
= 29048665? — 29048648" 
= 9682911? — 96828607 
= 32277057 — 3227552" 
= 1708889? — 17086007 = 570015?— 569148" 
= 191161? - 188560". 

有 趣 的 是 ,值得 指出 9 个 数码 的 全 排列 总 数 为 9: = 
362880. 其 中 的 四 分 之 一 , 即 90720 个 正 整数 具有 4242 的 形 
状 , 即 结尾 为 02,05,10,14.-,98 的 整数 ,它们 是 无 法 表示 为 两 
数 平方 差 的 . 加 上 1 与 4 之 后 ,共有 90722 个 数 不 能 作 此 种 表 
示 . 剩 下 来 的 还 有 272158 个 九 数码 齐全 ,不 重 不 漏 的 数 可 以 表 
示 为 两 数 的 平方 差 . A MISSI EWR RRA ET 
整 ,不 值得 破格 重视 

平方 数 以 及 平方 数 表 在 数 的 因 式 分 解 中 有 很 大 用 处 . 例如 ， 
既然 形式 为 4z 十 1 的 任 一 素数 都 可 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,这 
样 两 个 素数 的 乘积 就 可 用 两 种 方法 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,这 
已 在 公式 3 中 提 到 过 . 于 是 有 : 

1. 车 一 奇数 可 用 两 种 方式 表示 为 两 平方 数 之 和 , 则 它 必 为 
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合 数 ,并 且 有 办 法 找 出 它 的 因子 ‘ 见 第 21 章 ), MRAP ERR 


不 互 质 , 那 就 立即 可 以 知道 其 公 因 于 即 是 该 数 的 一 个 除数 . 

2， 如 一 奇 数 可 唯一 地 表示 为 两 个 互 质 的 平方 数 之 和 , 则 它 
必 是 一 个 素数 或 其 乘 等 . 若 该 数 能 表示 为 两 个 具有 全 因子 的 平 
方 数 之 和 , 则 该 数 不 可 能 是 素数 或 素数 的 平方 ,但 肯定 是 案 数 的 
AX EXE. CAF B dee TER. 

3. 如 一 人 性质 不 明之 数 为 4r 十 1 形式 , 且 不 能 表示 为 两 个 平 
方 数 之 和 (和 连 一 种 方法 都 找 不 到 ), 则 它 必 为 合 数 ,具有 偶数 个 素 
主子 ,每 个 都 取 4-1 形状 . 

4. 如 一 性 质 不 明之 数 为 47 一 1 形式 , 且 在 任何 情况 下 都 不 
能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 , 则 用 以 判定 一 数 是 否 为 素数 的 平方 
和 调试 法 对 它 无 效 . 

让 我 们 来 看 一 下 数 221. 用 此 数 减 去 平方 数 , 从 196 开始 ， 
我 们 立即 得 出 余数 25, 即 221 — 196-25 — 14^ +5. 继续 做 下 
E, WB BS 221— 121— 100. Bf 221 =11 +10. 这 就 肯定 表明 
221 是 个 合 数 , 因 为 它 可 用 两 种 方法 表示 为 两 数 的 平方 和 . 至 于 
求 出 其 实际 因子 的 办 法 ,我 们 将 推 壕 到 第 21 BH. 

再 看 数 229, 减 去 平方 数 后 ,我 们 马上 找到 关系 式 229 — 
15: 十 2 继续 微 下 去 ,我 们 只 需 进 行 到 11 ,这 时 留 下 的 余数 略 
小 于 原 数 的 一 半 . 测试 结果 肯定 了 不 存在 和 为 229 的 其 他 两 个 
平方 数 ,因而 表明 229 肯定 是 个 素数 . 

数 77 尽管 具有 47 十 1 的 形状 ,但 用 上 述 测试 方法 , 它 无 法 
表示 为 两 个 平方 数 之 和 . 因而 77 是 合 数 , 其 因子 为 7 与 11, 每 
个 因子 都 具有 4z 一 1 形状 . 

再 去 检查 223, 它 具有 47 一 1 形式 ;因此 不 必 徒 劳 无 益 地 想 
把 它 表 示 为 平方 和 ,去 依靠 其 他 办 法 去 分 解 因 于 . 

当然 ,此 种 办 法 不 会 应 用 到 上 面 所 说 的 那些 很 小 的 自然 数 
上 去 . 设想 我 们 要 分 解数 16000001 的 因子 ,如 第 14 章 表 58 所 
示 (T= 8000000, 2T +1 必需 分 解 因子 ) ,计算 构成 8000000 个 
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毕 氏 三 角形 的 一 边 的 可 能 个 数 时 ,此 种 分 解 是 必须 进行 的 .可 供 
利用 的 ,由 雷 默 所 编制 的 因数 表 只 有 上 到 一 于 万 为 止 ; 因 此 分 解 
因子 只 好 利用 上 述 平方 和 办法. 正好 碰巧 ,16000001 — BB BE BT 
看 出 来 是 (4000): 十 1:: 因 而 如 能 找到 这 一 和 数 的 另外 两 个 平方 
数 , 即 可 判明 该 数 为 侣 数 并 分 解 出 其 因子 . 末 二 位 的 平方 数 尾 数 
表格 显示 ,此 种 平方 数 的 结尾 必须 是 00,01,25,76, 这 样 才 能 在 
16000001 减 去 它们 之 后 留 下 合适 的 电 数 . 为 了 方便 起 见 , 当 然 
可 以 利用 末 三 位 的 平方 数 刻 数 ( 它 们 当然 远 远 不 止 22 个 ). 这 样 
一 来 ,测试 次 数 自然 可 以 大 为 减少 , 若 再 应 用 一 张 较 大 的 平方 数 
表 , 我 们 即 可 在 数 分 钟 内 发 现 16000001 一 1049: 是 一 个 平方 数 ， 
即 


16000001 = 40007 + 1* = 1049* + 3860*. 


游戏 做 好 了 ;此 数 已 被 我 们 擒获 , 几 分 钟 之 内 ,我 们 已 判明 
它 是 229 5j 69869 HER. 在 因子 数 表 中 检查 一 下 后 面 两 数 ( 自 
然 也 可 继续 利用 上 面 的 办 法 ), 可 以 发 现 229 是 素数 ,而 69869 
可 继续 分 解 为 641 与 109 的 乘积 ,因而 16000001 = 229 + 641 + 
109. 

在 第 14 章 中 我 们 已 给 出 了 两 个 平方 数 之 和 仍 是 平方 数 的 
公式 . 另外 还 有 三 个 或 更 多 个 整数 平方 加 起 来 仍 能 得 出 整数 平 
方 的 式 子 . 例如 ,zx 十 > 十 xz: 二 wr 的 一 个 解 为 

r= P + g 一 pi, 
y = Pr. 
z = gr, 
w=př 十 +r. 

这 里 的 p,q9,r 不 一 定 要 求 是 有 理 数 . 表 67 给 出 了 利用 这 些 

公式 的 某 些 结果 : 
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P q Fox ov o: w 三 个 平方 数 之 和 
j 是 一 平方 数 
1 1 1 1 2 2 3 Uo gt gm 3? 
v 2/2 3 2/2 2 3 2 6 7 F+ B+ = 7 
! 2 2 1 4 8 9 PH #+ B= ¢ 
2 3 + —3 16 24 29 3°+16°+24°= 29 
* 67 ”等 于 三 个 平方 数 之 和 的 平方 数 
[151] * x x 


平方 数 有 个 神奇 关系 ;从 nOn TH IEDEZI3T $8689 (at 1) 
个 连续 数 的 平方 数 ;, 其 和 正好 等 于 其 后 n 个 连续 数 的 平方 数 之 


Al. 
n 
1 314-4! = F 
2 107+117+12? = 13 414 
3 21°+22'+29?+247 = 2574 26? +27? 
4 367+ 377+ 387+ 39? +407 = 41*-- 42* +47 +447 
5 55? +56? +577 2-587 +59 +60? = 617+ 627+ 63' +64? -- 65" 


* 68 ”宝塔 式 的 连续 平方 和 


许多 连续 平方 数 之 和 仍 是 一 个 平方 数 , 这 有 不 少 办 法 可 以 
获得 此 种 结果 , 表 69 给 出 了 一 些 实例 . 


P+ 天 十 3 十 十 247 = 4900 = 70 
18'4 19 20+ 285 = 5929 = 777 
25!--. 2 十 273 十 十 507 = 38025 = 1957 
38'-- 302+ 40? +--+ 48? = 20449 = 143° 
4567+ 4572+ 4587+ +4667 = 2337841 = 1529? 


8547+ 855° + 8567+ ++ +864 = 8116801 = 2845* 
H 69 ”若干 个 连续 平方 数 之 和 仍 是 一 个 平方 数 


除去 连续 数 外 ,也 可 以 有 其 他 算术 级 数 的 若干 项 ,其 平方 和 
仍 是 一 平方 数 ,例如 


2! 4 52? + 8* + 11? + 14? + 17? + 20? + 23? + 267 = 48°. 


在 离开 本 话题 前 ,我 们 尚 应 提 一 提 立 方 数 之 间 的 奇妙 联系 ， 
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若干 个 连续 立方 数 之 和 还 是 一 个 立方 数 , 例 如 : 
3 44 5-6, 
B+ 7 +B +e + 69* = 180, 
1134* + 1135? + 1136 + = + 2138? = 16830. 

三 个 平方 数 可 以 形成 算术 级 数 ,但 四 个 或 更 多 个 平方 数 就 
不 行 . 后 一 部 分 的 证 明 是 困难 的 . 为 了 找 出 能 形成 算术 级 数 的 三 [152] 
个 平方 数 XYZ? FRAT MOY? 0 —Z! — Y? 着 手 , 即 2Y* — 
X +HZ, S X=sp—qg Z= ptg W X +HZ — tgd FE 
Y= pte ;这 就 是 第 14 章 中 给 出 的 华氏 三 角形 基本 关系 式 . 
BB pm n q= Denn Y =m ta Xm —2a-—2mniZ-—m! 
—n mn. CE BINE p—2mniq— m — n ME Y.z 不 变 , 而 
X 2E 33 2mn — Gi! —8) VA ERB RY SHIA X= E [m^ -»* 
—2mn]. 表 70 给 出 了 一 些 形成 算术 级 数 的 平方 三 数组 . 


m n X Y zZ x? yY* z: Tx 
2 1 + 1 5 7 1 25 49 24 
3 2 T 13 17 49 169 289 120 
4 1 xz 17 23 49 289 529 240 
4 3 #17 25 51 289 625 961 336 
5 2 +1 29 41 1 841 1681 840 


B10 形成 算术 级 数 的 三 个 平方 数 


ER p 25 E i CFrenicle) f — ffir 5 85 vé EE E RT E. 
算术 级 数 的 三 个 平方 数 ;中 间 的 一 数 Y 是 毕 氏 三 角形 的 斜 边 ， 
最 小 的 一 数 X 是 差 数 ,最 大 的 一 个 Z 是 这 种 三 角形 的 两 直角 边 
ZUMAL RE LL CES Y — mi? Ha X — m n —2mn;Z— 
m! — 5»! -F2mn. 

在 某 些 问题 中 先 给 出 公差 4, 而 要 求 三 个 能 形成 算术 级 数 
的 平方 数 ,但 不 一 定 非 要 整数 解 不 可 , 此 时 将 有 关系 式 : — 
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X Sd = m Hm n +n) n't n tim n — Am*n m e + 
Amn^) = dann Gm? — n5), a SET EE Bil (B TEE E 
不 易 求 得 . 由 表 70 可 知 , 当 平方 数 为 整数 时 ,公差 必 订 被 24 v 
除 , 对 整数 解 来 说 ,这 是 一 个 必要 茶 件 . 

fi] an. ib d = 240. WE dk 240 = 4m» Gn? — n’) AR Bp 60 = 
yin Gn" — n) PREE min FUERTE RE IESU] |m—4.2—1 是 满足 该 
方程 的 一 个 解 . 

若 4 不 是 24 的 倍数 , 则 不 可 能 有 整数 解 ,但 有 时 可 得 分 数 
解 , 例如 , 设 4=5， 


5 = 4mnGn? — n’). 
或 者 说 ， 
5K? = 4MN(M* 一 N?) 


ER AR? 上 式 可 改写 为 
5 = M/L KYNI KO[XOM/ / KY - (N/A K Y]. 


TE.m—M/YK.n-N/VK ,由 此 可 得 出 站 ,YZ 的 分 数 解 . 
无 理 数 VK dE XYZ 中 将 会 消失 ,因为 在 它们 的 表达 式 中 出 
现 的 都 是 二 次 第 . Fy BOK? = 4MN (Mi 一 NN’) 通过 试探 法 求 得 
的 一 个 解 是 5 12:4 5* 4C5* — A5. 从 而 mm 5/712. 
AMIZ RA XYZ 的 公式 ,从 而 可 得 出 苹 == 一 31/12,Y — 
41/12,Z =49/12, FÆ 


(1681/144) — (961/144) = (2401/1445 — (1681/144) 
—(720/144)—5, 


这 就 表明 , 901, 1891 200 gg gp e HRM RAER 5. 


* * * 


1739—1740 年 的 4 女士 日 记 ? 中 有 一 道 趣 题 ,现在 的 读者 们 
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解 起 来 不 会 有 什么 困难 . 此 题 谈 到 三 个 荷兰 人 同 他 们 的 老婆 到 


市 场 里 买 猪 的 故事 . 

男人 的 名 字 叫 享 利 , 埃 利 , 康 纳 里 斯 :女人 的 名 字 叫 盖 特 路 
$8 LEk, EE. 每 个 人 买 进 的 猪 的 头 数 同 他 或 她 为 每 头 猪 付 
出 的 价钱 一 样 儿 ,而 每 个 男人 比 他 的 老婆 名 支 出 63 元 . 已 知 享 
A MBL FE RK E E 23 头 猪 , 埃 利 比 盖 特 路 德 多 买 A. 试问 : 
ARERR? t 

有 个 类 似 的 问题 讲 到 五 位 母亲 同 她 们 的 女儿 . 这 十 个 妇女 ， 
每 人 都 买 了 若干 码 布 , 码 数 正好 等 于 她 为 每 码 布 所 支付 的 价 铀 
(单位 为 * 分 "), 每 位 母亲 都 比 她 女儿 多 用 掉 4,05 元 , S iiie X 
At Bt 3c E. de A SHE 2. 88 元 ,而 后 者 所 用 的 钱 只 是 琼斯 夫人 
的 四 分 之 一 , 史密斯 夫人 用 得 最 多 , WRA ULP ABE E 3X 
63 Bi. LM RI BE SK 48 码 , 她 比 埃 米 莉 多 用 掉 29. 12 元 ， 
还 有 一 个 姑娘 的 教 名 叫 艾 达 . 请 问 ,她 姓 什么 ? + 

据说 此 题 曾 一 上 度 投 给 澳大利亚 匡 尼 市 的 一 家 晚报 ;因为 它 
开设 了 一 个 “提高 智力 ”的 专栏 ,但 不 久 就 遭 到 退 稿 ,其 理由 是 太 
孩子 气 , 而 且 报 纸 只 能 刊登 有 解答 的 题目 . 

有 一 个 古老 问题 涉及 所 谓 “ 相 合 数 ". 它 曾 被 中 世纪 阿拉 伯 
人 探讨 过 , 同 本 书 第 25 He 59 题 “ 约 翰 。 史 密斯 船长 与 其 后 
高 ”的 趣 题 也 有 联系 . 数 上 称 为 “相合 ”的 ,如 果 存 在 着 整数 * 与 
y BEAR 2? thy? 5 a! — bey! 均 为 平方 数 , 表达 式 2’ — ky! 可 允许 
是 一 个 负 平方 数 , 国 为 由 此 负 解 常 可 推出 一 个 相伴 的 正解 . 尽管 
现在 已 有 不 少 威力 巨大 的 解析 工具 可 供 我们 自由 调 坦 ,仍然 没 
有 确切 办 法 来 求 出 一 个 给 定数 的 相合 数 . 即使 我 们 已 经 知道 天 
是 相合 数 , 求 起 解 来 也 很 困难 , 对 小 于 100 而 且 不 含 平方 因子 的 
& 倩 , 可 能 的 相合 数 只 有 36 个 ,它们 是 ;5,6,7,13,14:15,21， 
22.23,29,30,31.34,37.38.39,41.46,47,53,55.61,62,65,69, 
70,71,77.78,79,85,86,87,93,94,95. 为 什么 要 不 考虑 平方 因 
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FUE? 这 是 由 于 若 上 不 含 平方 因子 而 c thy’ Su lant ky =v 
均 有 解 . 则 对 一 个 新 的 常数 天 一 A 天 而 言 , 所 得 之 结果 仍 必 有 
解 . 因此 时 可 改写 Pe te eS Le et ay’ = Le’, Bf 
GL! Ry!  CLuY (Lx) — Ky! = GLoY'. AL. & BAG 
的 话 , 则 AL? 也 必 是 相合 数 . 于 是 ,在 100 以 下 的 自然 数 中 ,可 以 
再 追加 14 个 含 平 方 因子 的 相合 数 ,它们 是 :20,24,28.45,52， 
54.56,60,63,80,84,88,92,96. PA 49 个 正 整数 ,其 中 包含 
| 与 2, 是 不 相合 的 . 故 知 ry —u 与 xy v Xa. 
Ay =u 与 x —2y a 亦 然 . 

已 经 证 明 形 如 8z 十 3 的 素数 或 两 个 此 类 数目 的 乘积 
是 不 相合 的 ;对 染 数 8z 十 5 的 二 倍 或 者 两 个 这 种 数目 乘积 的 
二 倍 也 是 不 相合 的 . 如果 不 存在 一 个 数 着 , 它 小 于 已 知 素数 到 
的 一 半 ; 而 能 使 m 4-1 或 m: 一 2 TE k ERU CER & BME 
的 . 

对 最 小 的 相合 数 5 来 说 ,有 一 个 解 是 41: 十 5 + 122 = 49", 
41:—5 « 12 - 3Y'. 如 果 第 二 个 方程 准许 有 负数 解 . 则 本 题 尚 可 
以 写 出 一 个 更 小 一 些 的 解 :2: 十 5* 1*—3',27[75* P= 
文 将 要 说 到 ,从 这 种 负数 解 总 可 以 得 出 相伴 的 正 数 解 . 满足 xz 
T 53! = au! ua] — 5y! =v’ 的 下 一 组 数值 是 r = 3344161; » = 
1494696;u—4728001.0— 1494696. 第 三 个 * 最 小 解 ”就 一 点 也 不 
小 了 ,它们 是 : 


r — 654686219104361; 
y = 178761481355556; 
u = 767067390499249; 
v = 518493692732129. 


前 已 讲 过 ,给 定 公差 4, 求 三 个 平方 数 ,使 之 形成 算术 级 数 ， 

此 时 将 引出 方程 dK: —AMNOM* — NT). 设 了 是 素数 , 则 MSN, 

K 可 视 为 互 质 , 因 若 有 公 因 子 的 话 ,一 定 可 以 消去 . 由 于 M 
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MM. N 是 互 质 的 ,这 三 个 因子 中 的 两 个 必须 是 平方 数 ,而 第 
三 个 是 平方 数 的 4 倍 , 这 样 才能 符合 方程 的 左边 式 子 . 设 N 是 
一 个 平方 数 , 记 为 M ON 也 是 一 个 平方 数 , 记 作 TEM 
=dr JEM N 代入 表达 式 MN Sq ARMY ant 
p=. 于 是 
(dr? 十 po dr — gh) = g. 
由 于 pgr 互 质 , 这 些 因 子 的 最 太公 因数 不 能 超过 2, 所 以 
上 式 左 边 的 每 个 因子 或 者 是 一 个 平方 数 , 或 者 是 平方 数 的 二 
f&. 在 前 一 种 情况 下 即 得 dr: 十 二 wd 一 疡 二 下 ,它们 可 改写 
为 ; 
p 十 cr: = x’, 
Pp — dr =— y, 
由 此 即 可 得 出 结论 ;d 必须 是 相合 数 . 已 知 在 & 一 5 时 ,一 24r 一 
liz=3;7v=—1. AMA 
N= pt = 22; M=5r7=5-1%; 
M — N? = p = u = 3? 1. 
于 是 5K’ =4° 5.4. ,航天 =12; 同 以 前 一 样 得 到 M//K = 
SAIZ N K —4//12. ft AJa BI 48 Hh 3E 5, B RETE REOR. 
级 数 的 三 个 平方 数 ， 
C31/12):, (41/12), (49/12¥. 
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fe v^ 也 可 求 出 .这 可 由 下 面 支配 一 切 相 合 数 的 一 般 法 则 推导 而 
f. 在 求解 
X! + abY? = 27, 
X? — abY! = W? 
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时 ,可 先 求 出 辅助 方程 


ax? by = ng’, 


ar” — by = + nw’ 


的 解 ,然后 即 得 X-nG' T w0/2. Y =2rycw. 
例如 , 设 a=—1.6=5.2=1,M tov.’ 以 及 5yv= 
tw’. 由 试探 法 可 得 出 解 2z-o-5-1-3.2':—-5*1'-—-r,TAE 
r—2,»—1.z—3.u0-—]1. Am X=(3'4+1759/2=41;Y=2+2° 
1*3*1—12, 8] 8 4149-5 + 125 —49,41*—5 * 12? — 31°, WE 
第 二 方程 右边 的 平方 数 就 是 正 的 了 . 我 们 也 可 继续 做 下 去 而 得 
X = (49' - 3110/2 23344161, Y, — 2 * 41 * 49 + 31— 1494696, 
以 此 类 推 …… 
相合 数 47,53.61 的 每 一 个 都 需要 有 16 DUBUIE XT RAE 
中 天 的 最 小 解 .而 相合 数 79 更 进一步 ,需要 一 个 17 位 数 作 最 小 
解 . 在 方程 + 10ly à 与 xà! — 10154 — v! 中 ,满足 方程 的 最 
小 解 为 ， 
x = 2015242462949760001961. 
y = 118171431852779451900, 
u = 1628124370727269996961, 
v = 2339148435306225006961. 


涉及 相合 数 有 元 性 质 的 进一步 讨论 不 打算 进行 下 去 了 . 如 
果 读 者 能 找到 三 个 能 形成 算术 级 数 , 而 公差 为 23 的 有 理 数 平方 
《整数 解 在 此 情况 下 不 可 能 ) ,他 无 疑 已 经 皂 练 掌握 了 本 话题 所 

提 及 的 知识 内 容 .+ 
尽管 近年 来 已 做 了 许多 工作 ,问题 依然 没有 彻底 解决 ,这 就 
是 把 矩形 分 割 为 若干 个 不 同 的 正方 形 问 题 . 各 正方 形 面积 之 和 
(187) 等 于 矩形 的 面积 ,这 个 条 件 是 不 充分 的 . 四 为 任何 正 整数 均 可 表 
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示 为 至 多 四 个 整数 平方 之 和 , EGET ib JU m 
矩形 ,其 特例 是 组 装 成 正方 形 . 例如 数 78, 相 当 于 边 长 为 6 与 13 
ITE EEST 天 十 于 十 到 的 ,但 这 些 正方 形 放 不 到 一 起 ,如 
不 通过 切割 ,是 形成 不 了 给 定 尺寸 的 窍 形 的 . 数 78 也 可 拆 成 
8* 4-3? -- 2? -- 1* B+ 444+ 4B E DHL BE BERE, 6513.3 
X26 BR 2X 39 WHE. 只 有 某 些 怎 形 { 其 面积 是 合 数 ) 才 能 分 割 
成 不 同 的 正方 形 . 试问 :此 类 合 数 有 什么 独特 性 质 ? 
若 此 种 分 解 可 能 , 则 它 将 不 少 于 九 个 不 同 正方 形 才 能 做 到 
现 已 证 明 ,和 定形 术 能 分 割 为 比 九 个 更 少 的 正方 形 .直至 最 近 , 一 
直 未 能 发 现 正方 形 能 分 割 成 不 同 的 正方 形 , 好 不 容易 才 有 了 
1015? 这 个 例子 , 它 可 以 分 解 为 下 列 28 个 正方 形 ; 
2? -- 18 2- 22* 4- 37* 2- 38? +39 --41* 2-43? - 49? +67" 
+72? 4- 80* 4-85! -- 103* 2-116? + 1547+ 1647+ 175* 
43-1785 4-192* 4- 200? 4- 2077+ 215? 4- 2227+ 230? 
+247 2- 422? +593". 


把 这 些 东 西 组 装 成 边 长 为 1015 的 正方 形 着 实 要 有 点 本 事 ! 图 
8A 给 出 了 具体 的 组 装 法 ， 

对 这 个 1015 的 平方 还 有 一 解 ,同样 有 28 块 ,下 面 便 是 此 等 
正方 形 的 边 长 ;13;16;17;23; 305 435473 84; 92: 935 1195 120; 
14211635 165: 167: 1773 183; 1885 199; 2155 219; 261; 270; 280; 
363,372,382. 

边 长 为 608 的 正方 形 可 以 分 割 为 较 小 的 ,不 同 的 26 块 正 方 
形 , 此 问题 的 解 以 及 边 长 为 1015 的 正方 形 分 割 成 28 块 以 后 的 
组 装 问题 ,请 读者 们 不 妨 尝 试 一 下 . 

WK 175 ,面积 为 30625 的 正方 形 可 以 分 割 为 24 块 不 同 的 
正方 形 . 迄今 为 止 , 它 是 本 书 作 者 所 知 的 正方 形 被 分 解 为 不 同 正 
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方形 的 最 少 决 数 . MAb PR ey 6 BS LE 


WHE HE 55°, 56", 64’ ,33:,35:,43:，51*,81*,39*. 有 些 线 索 作为 暗 
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图 84 由 加 个 不 同 正方 形 组 装 成 的 大 正方 形 


示 ; 读 者 们 把 剩 下 的 15 RIE WHE: 1’, 27, 3°, 4’, 5’, 87.9", 14, 
16: ,18: ,207 ,29: ,30: ,3]? ,3 进行 装配 ,大 概 不 会 有 多 大 困难 了 ， 

有 一 个 很 奇怪 的 正方 形 , 边 长 为 4920, 面 积 为 24206400, È 
可 分 解 为 38 个 不 同 正方 形 . 形成 边界 的 11 个 正方 形 是 :1348 
1440° ,2132?,840?, 922°. 10267, 11307, 1177*,1587* ,893'. 1092:, 
BRAMALL ftit NATH. 剩 下 来 的 正方 形 , 其 边 长 为 
47,82.104,108,120,164,173,199,217,224,240,256,281,287, 
310.420.454.527,534.584.615.627,692.694,758,900,984. 请 


参看 附 图 8B. 
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= 256 D —108 G —120 K =240 N =224 
=164 E =173 H-—217 L —287 P 一 104 
一 281 F 一 199 J —310 M= 47 R = 82 


HB 由 38 个 不 同 正方 形 组 装 成 的 大 正方 形 


LJ a: 


图 3C ”要求 用 图 中 的 9 个 正方 形 组 装 成 一 个 矩形 . [160] 
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以 数 1056 为 面积 的 矩形 可 分 解 为 九 个 不 同 正方 形 , 其 边 长 
如 图 8C Was. 读者 们 能 重新 把 它们 组 装 成 什 形 吗 ? f 

稍 存 不 同 的 问题 是 把 正方 形 分 解 为 个 数 最 少 的 正方 形 ,但 
允许 其 中 有 相同 的 , 当然 ,仅仅 在 数值 上 相等 是 不 够 的 ,小 正方 
形 必 须 在 几何 上 拼装 成 天正 方形 . 边 长 为 13 的 正方 形 可 分 解 为 
若干 个 ,其 中 有 太 小 一 样 的 正方 形 ,例如 ,一 块 正 方形 移 边 长 为 
12; 另 外 25 块 都 是 单位 正方 形 . 另 一 种 分 解法 是 DS 10: 十 7 * 
3 十 6。17, 前 一 种 办 法 需要 分 割 成 26 个 正方 形 , 而 后 一 种 则 为 
1 十 7 十 6 一 14 个 正方 形 , 试问 :怎样 才能 使 分 割 成 的 正方 形 块 数 
最 少 ? 十 

阶 习 公式 引出 一 个 涉及 正方 形 的 难题 . 如 果 我 们 审视 第 ? 
BR 22 中 以 Cn 一 1) ! +1 开头 的 那 一 列 , 就 能 看 到 25 与 121 
是 平方 数 , 妈 41 二 1 二 25 一 5:, 而 51 十 1 二 121 一 117. 除 此 之 
外 ;还 有 7! += 5041= 717. 除去 x — 4.5.7 之 外 ,一 般 地 说 ， 
z! 十 1 一 天 还 有 没有 解 呢 ? 对 此 问题 ,人 们 一 直 和 追查 到 r= 
1020 为 止 都 没有 发 现 新 解 . 如 果真 有 此 种 解 存在 ,它们 肯定 庞 
KF Ms EE 1001 , 它 也 有 158 位 ,而 1020 ! 的 位 数 超过 
2600. 

一 讲 到 平方 数 , 人 们 就 会 指出 :前 = 个 连续 正 整 数 之 和 的 平 
方 等 于 这 些 数 各 自立 方 之 和 ;, 即 和 十 2 十 3 十 … 十 mn) 二 1 十 如 十 
信 十 一 十 而 ,由 于 1 十 2 十 3 十 … 十 # 是 一 算术 级 数 , 其 和 为 


MOTD RIGA PEP +E + te m DG D/2. 另 一 方 
面 ,连续 正 整 数 的 平方 和 有 下 列 关系 式 


nin + 1)(2n + 1) 


PE + Ft tn = 6 


* * * 
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已 故 犹 太 学 校 ? 的 教师 耶 库 梯 尔 - SH OBI Dr. 
Jekuthiel Ginsburg ?注意 到 6 的 除数 为 1 ,2,3.,6, 而 它们 又 各 有 
1.2.2.4 个 除数 , 这 些 数 之 间 具 有 关系 式 (1 十 2 十 2 十 472 一 1 十 
2 十 2 十 43. 另外 30 的 除数 为 1.2,3,5,6,10,15,30, 而 它们 的 
除数 个 数 为 1,2,2,2,4,4,4,8. 且 译 下 述 关 系 成 立 ; 


《1 十 2 十 2 十 2 十 4 十 4 十 4 十 8 
— 25 22^ -E4* E 4? E 4^ 8? — 729. 9 
* * * 


5 —& 26 UC E E AE 
201 2-68 -— (+2 + + n°) 
+ (1+ 2? om ent), 


* "m * [161] 


三 角形 数 是 指 具 有 a(a 十 1)72 形式 的 数 . 我 们 采用 记号 


3a(a+1)/2 表 示 个 三 角形 数 之 和 ,a MRA An FR 
有 : 


3CZaCa-- 1/2] = 3(a Cac D/2 T2 X[a(ad-1)/2]*- 
1 
例如 :ma 一 3 时 有 关系 式 
3( #3 + 6) = DP + 3! -- 6 + 200* + 3 + 6") = 3000; 

而 n= 时 有 关系 式 

3(1 十 3 十 6 十 10): 一 1 十 3 十 6 十 10: 十 2(L 十 3 十 的 十 104) 

@ 指 犹 太 教 神学 研究 与 世俗 学 科 相 结合 的 学 校 .解放 前 上海 陕 西北 路 (原名 
西 摩 路 ) 也 曾经 有 过 此 种 学 校 :后 被 日 本 人 要 占 , 沦 为 日 本 侵略 军 的 集中 划 . — $ 
者 注 . 


@ 这 个 青 异 性 质 远 远 不 限于 5 与 30, 对 其 他 一 大 批 自 然 数 也 部 适合 , 例 嫩 香 
港 回归 的 特征 数 199771. — BER. 
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== 24000, 
等 等 , 依 此 类 推 . 


* * * 
XX HRS e Wm: 
12345678987654321 = (111111111)*, 
278886" = 77777400996. 
278887? = 77777958469. 


* * * 


ARE FE BY — OE Xx CHOR ACT BP OED 36 2 39 ,例如 
4* 4- 5? 4- 6 —- 8? -- 3* -E 27. 格外 值得 注意 的 是 这 些 关 系 竟 然 对 好 
SLA EE AB BE BR ae, BA 
1" 4^ H SESE PRL PES ETH +8" 
Mt 21.2.3 均 是 正确 的 . RH KARASKRS ESR” 记 
BZ Risk SEO GR S EB EE CA PR TE i, ER Hen 


成 立 的 关系 式 ,可 以 简单 地 记 为 :1,4,5,5,6,9 宇 2,3,3,7,7,8. 
这 就 节省 了 各 个 车 指数 的 书写 . 更 为 令 人 惊 证 的 是 五 度 等 释 和 


关系 0,5,6+16,17.22 三 1,2,10,12,20,21:1+11,13,33,35,45 
3.3,5,21,25.41.45. 如 果 把 两 个 式 子 的 对 应 项 相 加 , 则 还 能 得 
出 1,16,19,49,52,67 三 4.7,31,37,61,64. 另外 的 五 度 等 壬 和 
关系 有 1.5.10,18.23,27 之 2,3,13,15,25,26; 以 及 1,6,7,17， 


18,23 52,3,11,13,21,22. 为 了 更 一 般 起 见 , 让 我 们 用 文字 代 
RAS. TERE a. Catdbte), Catbt 200. (a d- 957 - 402. (a 


+ 65-- 5c), (a+ 106-- 6) = (ath). (ate), (at 6b 20) la+ 
[162] 454-4 «(a 2- 1064- 5c) , Ca 4- 9b 4-60. 最 后 ,我 们 还 有 更 惊人 的 


EE BIER 363 11, 13,28, 70,82. 124.139.151 L4,7, 34,61, 
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91,118,145,148. 
有 时 幢 , 等 血 和 关系 仅仅 对 侦 次 奉 成 立 , 例 如 1,2,31,32， 
55,61,68 217,20,23.44.49.64,67(n—1,2,3,4,5). ® 
在 选择 等 血 和 关系 式 中 各 项 时 有 很 大 的 选择 余地 ,例如 
43.61.67 2347,53,71,127,149.151 三 131,139,157;281,281, 


1181,1181 三 101,641,821,1361. 有 关 各 项 都 是 素数 ， 

我 们 也 有 办 法 使 各 平方 数 之 和 仍 是 一 平方 数 , 例 如 在 关系 
xk 1.14,24,27,52.57.63,74 3. 5110,20,31.48.61.67,70 中 ， 
各 项 平方 数 之 和 是 130: ,但 是. 一 次 方 的 和 当 热 不 古 平 方 数 . 另 
一 个 例子 是 27,30,40,53,76,87,93,98 之 28,33,39,50,73.86， 
96,99, 这 里 ,平方 数 的 和 是 1947. 

等 乔 和 中 的 数码 ,有 时 总 可 作为 生成 于 ,以 使 得 经 过 适当 组 
合 以 后 , 正 序 书写 与 道 序 书 写 的 各 数 仍 具有 等 其 和 关系 . 例如 ， 
我 们 可 从 

a+5' + 6? = 3° + 37 + 2? 

开始 ,在 等 式 两 边 先 左 后 右 地 取 各 个 数码 的 皇 意 组 合 ,从 而 得 到 
48,53,62. 把 这 些 二 位 数 道 序 书写 ,于 是 得 到 84,35,26. 此 时 即 
有 关系 式 481-- 537 +62? — 84? 4- 35? 4- 26" 成 立 . 继续 按 此 进行 ， 
我 们 也 可 改 用 48,52. 633 43, 58. 623 43.52, 68542. 58,63, 42, 
53,68. 每 一 组 三 数组 ,其 平方 和 等 于 各 道 序数 的 平方 之 和 . 这 里 
共有 3xX2X1-3! 种 排列 ,于 是 可 以 写 出 六 个 等 式 . 

此 种 关系 也 可 以 推广 到 项 数 更 多 的 场合 . 例如 ,车 人 以 8,5， 


O 原文 如 此 . 经 译 者 广 算 ,此 英 系 式 不 能 成 立 , 本 书 再 版 时 亦 未 改正 . 1 V 
后 附 之 有 关 和 参考 交 献 . 载 有 此 等 论文 之 杂志 ,国内 各 太 学 图 书馆 中 大 都 未 收藏 . 特此 
SH RR A REIT. 一 一 译 者 广 ， 
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3.2 52,641 作为 生成 子 ,我 们 将 有 24 种 结合 方式 ,使 各 项 平 
方 之 和 等 于 道 序数 的 平方 之 和 . 其 中 的 两 个 例子 是 87,56,34， 


21 宇 12,43,65,781 以 及 86,54,31.27 二 72,13,45，68. 
如 果 其 中 个 别 生成 子 为 0, 关 系 式 仍 有 可 能 成 立 . 例 如 1.3. 


5,9 三 4,6,8,0, 由 此 出 发 仍 可 导出 24 个 等 式 , 其 中 之 一 是 10， 
54,96,38 501,45,69,83. 甚至 从 人 们 已 经 非常 熟悉 的 关系 
3 十 和 二 5: 十 07 也 能 导出 357 4-407 — 047 4-53? 或 30* 十 45: 一 54 
+03°, 

此 等 关系 的 成 立 , 来 自 下 列 事实 : 若 

af H ai oet auc vit vitor ty 

(其 中 有 若干 项 可 以 为 0), 则 

(lox, + y)? + Coz, + y)! He + Or, + ya)? 
必定 等 于 

(105, + x + C10y; 十 a +o + Oy, 十 x2. 
即使 x 的 项 与 y 的 项 以 任意 方式 调动 都 没有 影响 ,因为 书写 生 
成 系列 各 项 时 RAPES MEM. 

进 到 高 次 者 后 ,三 度 等 恬 和 关系 1,4,5,5,6,9 53,2.3.7, 
8,7 可 以 作为 6! 一 720 个 等 式 的 生成 子 , 其 中 之 一 是 13,42， 
53,57,68,97 3:79,86,75,35.24,31. 

[E Bh-T- By MEZ le Ak LOT RONDA AA BLESS 
性 揭 由 三 位 数 或 四 位 数组 成 的 三 度 等 客 和 关系 , AM: 132,223, 
241.243,312,314.332.423 #324 ,233,413,213,342,142,322, 
231, 以 及 1234, 2455, 2565, 3346, 4541, 5322, 5432. 6653 


Ž 356652345 ,2235,1454, 6433 ,5652,5542,4321. 
Tt MF AS TE Bh eT E e eb 08 x [e] Sc X OE UE. DRE EE 
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都 -- 样 ) 的 等 只 和 关系 式 . 例如 13031, 42024, 53035, 57075. 


68086,97079 过 31013,24042,35053;,75057,86068,79097. 其 中 
的 每 一 项 全 都 是 回 文 数 . 


从 生成 子 1,5,6 三 2,3,7 5 2.4.9 S1, 6,8 出 发 ,我 们 将 得 
以 完成 回 文 二 度 等 实 和 关系 式 1221.5445,6996 宇 2112,3663， 


7887. 再 利用 第 三 个 生成 子 2,2,5 21.4.4 SHS. 
FR A BD BY 48 t 75 bz le] xc — BE RE A R 122221, 542245, 
695596 211112, 364463, 784487. 还 有 一 个 七 位 回 文 三 度 等 
等 和 关系 十 分 奇怪 ,但 此 时 有 些 相 邻 的 二 位 数码 要 看 作 一 个 
整体 那样 对 待 ,这 个 怪异 的 式 子 是 :1030301,6030306,6131306， 
11131311 3010103,2070702,10090910,9151509 2010102, 
3090903,9070709,10151510. 上 面 划 线 的 二 个 数字 是 要 当 作 
一 个 整体 的 .中 

高 次 等 宪 和 关系 式 中 ,其 各 项 也 可 以 是 “多 角形 数 "与 各 种 
“REM” HSH 18 章 ). 前 面 已 讲 这 ,三 角形 数 是 多 角形 数 
之 一 ,其 形式 为 n(x 十 1)/2. 例如 在 n=1,19,28 时 可 得 出 相应 
的 三 角形 数 1,190,406. 这 些 三 角形 数 再 添上 几 个 之 后 , 即 可 得 
出 三 度 等 时 和 关系 1,190,406,1770,2145,4095,5353 33,105, 
780,1035,2926,3655,5356, 三 角形 数 的 一 个 四 度 等 宪 和 关系 为 
1, 325, 496, 3570, 3828, 9045, 12561, 16653, 19701 $3, 171, 
903,2211,6441,6786.14365,15400,19900. HELM ARH 
系 也 都 找到 了 . 

有 时, 多 上 度 等 置 和 关系 中 的 各 项 a, 指 的 是 第 ”个 三 角形 


数 , 而 不 是 指 通 常 的 第 nn cT BA. 例如 在 154,657 22,3,5.8 


o 原文 如 此 . FRRRT RREKRACHHSARRR AMR SB 
B. 一 一 详 者 注 . 
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中 ,我 们 按 三 角形 数 的 通 项 公式 n(n 十 1)/2 分 别 代 入 , 即 得 1, 
10,21,28—3.6.15.36. 另 一 个 例子 是 5,8,10,11 46,7,9,12, 
它 所 对 应 的 三 角形 数 为 15,36,55,66 二 21,28,45,78. 如 果 把 这 
两 个 式 子 相 加 ,还 可 得 到 6.12,16,18 二 8,10,14,20, 它 也 有 类 
似 性 质 , 如 果 用 记号 2T 表示 具有 三 角形 数 福 质 的 二 嵌 等 其 和 
关系 ,上 面 的 最 后 一 式 其 实 应 记 为 6,12,16,18 278,10,14,20. 
此 时 ,可 应 三 角形 数 之 和 为 406. 

如 果 我 们 分 别 用 记号 5S,,S;.Sr 来 表示 (1) SHRMKAR 
各 数 之 代数 和 ;2) 它们 各 自 平方 后 的 代数 和 ;3) 相应 三 角形 
数 之 代数 和 , 则 可 得 出 神奇 的 关系 式 1 一 2 一 3 十 4 竺 5 一 6 一 7 十 
&*59—10—11--122- 3X 8,8, 50,8, — 4,852. 


* * * 


利用 这 些 等 式 还 可 以 做 许多 表演 . 在 123789. 561945, 
642864 = 242868, 323787. 761943 中 ,和 砍 掉 各 数 的 第 一 位 数码 
后 ,所 余 之 等 式 , 对 一 次 方 与 二 次 方 依然 成 立 , 即 23789,61945， 
42864 之 42868,23787,61943, 此 种 过 程 可 以 逐步 施行 下 去 ,每 
次 砍 掉 一 个 数码 ,直至 最 后 各 项 只 剩 一 位 ,此 时 仍 有 9,5,4 全 8， 
7.3. 我 们 也 可 换 一 种 砍 法 , 先 删 去 末 位 数 , 得 12378,56194， 
64286 之 24286 ,32378,76194, 这 样 从 有 面 一 一 砍 去 ,直到 最 后 
的 1,5,6 之 2,3,7, 

我 们 竟然 也 能 同时 砍 去 第 二 与 第 三 位 数码 而 得 1789. 
5945,6864 Ó2868,3787.7943. 在 此 结果 中 又 同时 砍 去 新 的 第 
二 ,三 位 数码 ,而 最 后 得 出 等 式 19,55,64 528,37, 73. 

在 找到 此 种 神奇 关系 时 所 表现 出 来 的 聪明 才智 ,看 来 似乎 
源远流长 ,尚未 到 达 尽 头 , 拉丁 格言 真是 说 对 了 :“ 生 命 短 暂 , 艺 
REF” 
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第 10 章 里 已 讲 过 十 进 分 数 的 一 些 性 质 了 . 可 是 一 般 分 数 也 
有 不 少 有 趣 的 性 质 .也许 你 回想 得 起 ,算术 里 头 的 普通 分 数 是 指 
分 母 .分 子 均 为 整数 的 那样 一 种 分 数 . 当 分 母 大 于 分 子 时 ,该 分 
数 称 为 真 分 数 . 

如 果 指 定 一 个 分 母 的 上 限 , 再 把 各 普通 分 数 ( 以 最 简 分 数 形 
式 出 现 )? 按 从 小 到 大 的 次 序 排列 , 璧 如 说 , 当 分 母 不 大 于 7 时 .我 


HIR e E John Farey) 是 生活 在 拿破仑 时 代 的 一 位 多 才 
多 艺 之 士 . 作为 土地 涉 基 与 勘察 人 员 的 他 ,收集 过 不 少 化 石 与 矿 
物 , 业 余 时 间 他 在 著名 的 《哲学 杂志 ?上 写 了 大 量 科普 文章 ,题材 
Bde Aqu. 他 真是 一 位 * 杂 家 ”, 文 章 内 容 涉 及 地 质 , 音 
乐 , 十 进 制 钱 币 , 马 车 轮 盘 ,在 星 , 乃 至 本 章 要 讲 的 法 莱 数 列 . 他 
并 不 认为 这 个 发 现 特 别 重要 ,更 未 预料 到 由 于 他 发 现 了 漏 过 机 
敏 的 费 马 与 欧 拉 眼睛 的 一 些小 东西 而 使 他 得 以 在 数学 中 名 垂青 
th. 然而 必须 遗 屿 地 指出 ,数学 里 头 一 再 发 生 这 类 事情 :享有 盛 
名 者 并 非 原 始 发 现 人 . A Bme F CC. Haros) 的 人 比 法 莱 
的 发 现 早 14 年 ,但 大 数学 家 柠 西 不 知道 此 事 , 而 把 功劳 归 在 法 
莱 各 下 ,其 他 的 人 则 重复 了 柯 西 的 说 法 . 看 来 ,法 莱 的 运气 较 好 ， 
“法 莱 数 列 " 发 起 音 来 要 比 “* 哈 罗斯 数列 ”好 昕 一 些 . 也 许 有 某 个 
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阿拉 伯 数 学 家 比喻 罗斯 的 发 现 还 要 早上 一 千年 ,真是 天 晓得 ! 


这 些 事实 在 1816 年 (约翰 :法 莱 在 这 一 年 首次 观察 到 ) 之 
前 从 未 有 人 研究 过 ,这 种 说 法 真 令 人 不 敢 相信 . 发 现 是 在 仔细 审 
Be Fl) · 七 德 温 所 编 的 .元 长 的 小 数 商 表格 时 作出 的 ,本 书 第 
10 X EG UEEX i REAL 法 莱 的 意外 发 现 马 上 被 当时 前 数学 家 
们 紧 紧 抓 住 ,不 久 以 后 ,此 种 分 数 的 理论 即 被 彻底 阐明 . 其 中 的 
部 分 理论 是 相当 和 粗浅 的 ,而 另 一 些 则 比较 深奥 一 些 , 此 种 情况 ， 
对 号 称 " 获 学 女王 "的 数论 来 说 ,并 不 鲜 见 ， 

在 注视 上 述 数 列 时 马上 会 产生 一 些 问 题 : 

1. 这 种 分 数 究 况 有 多少 ?其 个 数 能 否 表 示 为 给 定数 (例如 上 
例 中 的 分 母 7) BS eR c? 

2. 相 邻 分 数 之 间 有 何 种 联系 ? 

只 要 对 数列 略 管 一 眼 , 即 可 回答 第 二 个 问题 . 对 相 邻 的 三 个 
分 数 而 言 , 中 间 分 数 的 分 子 是 左 、 右 两 个 分 数 的 分 子 相 加 而 得 ， 
分 母 也 类 似 . 当然 所 得 之 结果 尚 需 约 分 ,化 成 最 简 分 数 , 例如 在 


3 2 5 3+5 8. 
Lini s guten = SSS peaa = SH 


SZ, 循 此 规则 ,只 要 给 出 数列 的 前 两 项 , 即 可 推出 相继 各 项 . 而 对 
前 两 项 来 说 ,如 果 分 母 不 准 超过 7 REALS 设 第 三 
THUS E FET SERT LER. 根据 上 述 法 则 ， 
— 定 意味 着 1 十 z 一 1,7 十 y 一 6, 因 为 二 也 可 
通过 约 分 而 来 . 但 若 为 分 子 , 分 母 的 最 大 公 因 子 , 则 

1 + T= z l, 

74 y-—zrz*& 


A r-z—1l.y-—6z—7. AT y RAEN Dr 只 能 是 2, 于 是 
I 一 1;y 二 5; 故 第 二 PAWEL. 对 三 数组 地 * "福来 说 ， 我 们 
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有 1 十 x 二 2z.,3 十 x 二 5z. 即 xz 一 2z 一 1,y 一 5z 一 3, 这 时 z 的 可 能 
(Adi 1 2. <= 2 是 唯一 的 正确 值 . 有 一 个 规则 可 解决 模 村 
两 可 的 迷惑 . 

HE "为 读 某 数 列 之 阶 (就 上 例 而 言 ,n 一 7), 且 全 e TRI 
列 中 相 邻 前 三 项 , 则 a 十 x 二 za' ,5 十 y= 二 xzb' ,这 里 的 x 是 等 于 或 


小 于 tn 十 5)/6' 的 最 大 和 整数. 显然 .等 于 或 小 于 二 2 的 最 大 整数 


是 2. 对 三 数组 广 , 记 入 的 前 一 例 来 说 ,我 人 有 x(7 十 7)/6. 亦 
B] = 一 2. 
f cimo D LM x UE ,因而 * 一 3, 于 是 


5+zr=3，3,7 二 y 一 3*4, 故 得 出 zx 一 4.y 一 5. 这 就 求 出 接 在 之 


KS ACT T. 

阶 为 n 的 法 药 分 数 的 个 数 可 由 下 法 求 得 :既然 所 有 的 分 数 
均 为 最 简 分 数 ,对 给 定 分 母 # 来 说 ,分 子 的 个 数 必 定 是 小 于 5 且 
与 之 蕊 质 的 诸 数 之 和 , 即 欧 拉 函 数 #(5). 对 从 2 到 有 的 一 切 正 整 
数 均 可 援 用 此 种 推理 法 ,因此 , 阶 为 n 的 法 芋 分 数 的 个 数 NN 应 
3 SEE 800 H-9$€0D H-9GOD Hb G0. 车 n=7, 我 们 即 有 

N = 42) + $00 + (D + 4€ + 4X5 + $00 

二 1 十 2 十 2 十 4 十 2 十 6 二 17. 

n 增 大 时 ,NN 的 值 随 之 迅速 递增 ,n=100 BEN = 3043. 由 此 可 
知 ,分 子 与 分 母 都 不 超过 100 时 , 童 有 如 此 之 多 的 婚约 普通 分 
数 . 

读者 们 也 许 想 证 明 法 药 数 列 中 相 邻 三 数 之 间 分 了 于, 分母 所 
存在 的 英 系 以 及 上 述 求 < 的 规则 . 这 里 要 告诉 读者 ,证 明 并 不 太 
容易 . 
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法 莱 数 列 的 另 -性质 是 :与 广 等 距离 的 两 个 分 数 是 互补 

的 ,其 和 等 于 1. 除 x==] 83 nm 2 外 ,gr) 恒 为 偶数 .因此 
N = $2) + £03) To + $600 

恒 为 奇数 ,因此 法 业 数 列 的 项 数 必定 是 奇数 .而 其 正中 的 一 项 必 

还 有 -个 性 质 : 相 邻 两 个 分 数 之 差 -- 定 等 于 它们 的 分 母 乘 
积 之 倒数 . 

在 多 函数 与 常数 x( 即 圆周 率 . 圆 的 周 长 与 直径 之 比 ) 之 间 
存在 着 奇妙 的 联系 . 事实 上 .和 式 


$C + 4€2) + O03) +e + Bn) 


近似 于 3e5/m.4 5 HEX B] a ſt SO. 第 一 项 是 可 以 
忽略 不 计 的 , 奔 去 它 不 会 显著 影响 其 结果 .这 样 一 来 上 面 的 和 式 
@EM Hn 的 法 葬 数 列 的 项 数 入 了 .由 于 我 们 已 经 算出 x 的 很 
名 位 小 数 ( 已 算出 的 100000 位 小 数 ) ,这 就 意味 着 我 们 可 以 
大 致 估计 出 一 个 法 莱 数 列 有 多 少 项 .而 不 必 去 一 一 计算 #8(1)， 
DY ,BBY AG. 

例如 »-—100 时 ,我 们 将 有 


N = (3 + 1005) /2z = 3039. 6355. 


而 确切 的 数值 是 3043. 

大 数学 家 西 尔 维 斯 特 (J.J.Sylvester) 算 出 分 母 不 超过 ntn 
的 范围 为 1 到 500) 的 法 菜 数 列 的 项 数 N, 并 把 它 拿 来 同 38/27 
比较 , 由 于 正确 程度 随 “的 递增 而 变 得 更 好 ,摘录 在 干 面 的 他 的 


DO 此 处 的 数据 已 大 大 过 时 ,目前 已 其 的 记录 是 二 已 被 算 到 小 数 点 后 43 i 
位 RATE. 
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表格 也 许 是 能 使 该 者 感到 兴趣 的 - 


n in) N=23#{tn)— 1= Bt fn 
$2) +4603) H- ^ Hein) 


1 1 ü 0, 30 

2 1 1 1. 22 

3 2 3 2. 74 

4 2 5 4. 86 

5 4 9 7. 60 

6 2 11 10, 94 

7 6 17 14. 90 

8 4 21 19. 46 

9 6 27 24.62 
16 4 31 30. 40 
15 8 71 68. 39 
25 20 199 185. 98 
20 20 773 759.91 
100 40 3043 3039. 64 
200 80 12231 12158.54 
300 80 27397 27356. 72 
400 160 48677 48634. 17 
500 200 76115 75990. 89 


* 71 法 莱 数 列 的 项 数 


研究 家 们 又 从 法 莱 数 列 导 出 了 其 他 许多 数列 ,并 用 很 多 篇 
Wit p TER. 
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第 17 章 $598 A 


数学 的 一 大 魅力 在 于 ,全然 无 关 的 领域 竞 能 以 出 人 意外 的 
方式 彼此 联系 . 谁 会 想到 ,数论 竟 能 用 来 确定 哪些 圆 内 接 正 多 边 
形 可 以 用 尺 规 作 图 ,哪些 则 不 可 能 . 曾经 探讨 过 形 为 2? 十 1 的 
EBM REO ARRAS AS ROR AB BAX Bie 
与 内 接 正 多 边 形 有 着 密切 联系 ,只 有 守 管 的 高 斯 才能 发 现 . 

并 不 是 费 马 认为 他 已 证 明了 的 东西 遭 到 了 咨 定 . 他 对 费 马 
数 仅 不 过 担 了 一 种 看 法 ,而 且 他 曾 说 过 他 未 能 找到 令 人 满意 的 
证 法 . 他 认为 2” 十 1 将 永远 给 出 素数 ,而 事实 上 现 能 确证 的 仅 
di n—0.1.2.3.4 这 些 值 .与 之 对 应 的 素数 为 3,5,17,257， 
65537. [H3 n—5 时 , 费 马 数 下 ,具有 因子 641 与 6700417, 以 费 
> KA Hb AE Mt Ia 100895598169 这 类 太 数 分 解 因子 ,就 像 
一 位 魔术 师 在 帽子 里 变 出 免 子 那样 轻松 居然 会 漏 掉 Fs. 中 的 一 
个 很 小 的 因子 641, 真 教 人 惊讶 . 对 于 那些 难以 抗拒 强烈 诱惑 ， 
想 从 数据 而 不 是 通过 严格 证 明 来 得 出 结论 的 业余 研究 家 来 说 ， 
再 也 没有 出 一 位 天 才 的 失败 更 强 的 告 诚 了 . 使 费 蕊 的 错误 结论 
更 严重 的 是 ,迄今 为 止 ,对 » 大 于 4 的 每 一 个 费 马 数 FP, UEP 
来 全 是 合 数 , 这 就 令 人 有 理由 怀疑 ,是 否 其 结论 的 对 立 面 是 对 
的 ? 或 许 以 后 会 有 人 证 明 , 仅 当 # DPOB, T dE — X 
i. 

641 确 是 27 --1 的 一 个 除数 .这 很 容易 从 同 余 式 推出 ,但 当 
费 马 思索 这 些 问 题 时 ,发 明 同 余 式 理论 的 高 斯 却 还 没有 出 生 呢 . 
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如 果 没 有 该 理论 . 当 * 的 数值 很 大 时 ,验证 可 除 性 篇 相 是 根本 


不 可 能 的 . 
像 


F,= 2 十 1 


( 雍 数 有 一 个 因子 已 被 析出 ) 这 样 的 庆 然 大 物 , 要 是 体 掌 握 其 太 
小 频 为 不 易 . 此 数 如 此 之 大 , 若 用 常规 编排 方式 , 册 全 世界 所 有 
图 书馆 的 全 部 书籍 都 将 容纳 不 下 它 . 此 断言 并 非 夺 下海 日 ,不 难 
证 明 其 正确 性 .让 于 27-1024 大 致 上 相当 于 10°= 1000, RH 
近似 地 当 它 是 一 干 . 于 是 2"==10”, 而 2 接近 于 10. MT Fa 
AR EA 20" 200" ,由 于 2" 接近 于 10, 帮 有 2705— 
(0) 10 9" ,所 以 En KIA 3。10" 位 数码 . 现在 假定 世 
上 每 本 书 有 1000 页 ,而 每 页 有 100 7, BTA 100 个 字母 或 数 
码 , 实 际 上 这 已 远 远 超过 每 本 书 的 平均 信息 容量 , 又 设 世 上 有 一 
百 方 家 图 书馆 ,每 家 藏书 一 亿 册 ,于 是 ,这 些 书 中 所 含 字 母 或 数 
码 将 是 1000 + 100 100 + 1,000,000 + 100,000,000 — 10^ , Ty 
所 :中 所 会 的 数码 个 数 将 是 它 的 三 售 之 包 1 

也 可 用 其 他 办 法 来 估算 . 设 每 个 数码 有 1 毫米 见方 , 则 满载 
全 部 数码 的 这 一 行将 长 达 2700 + 105 千 米 , 将 可 环境 地 球 洒 道 
600 41k. 假定 有 人 用 1 秘 钟 写 下 一 个 数码 ,他 每 天 工作 10 小 
时 ,一 年 干 360 天 , 则 把 全 部 数码 写 下 来 ,需要 230 亿 年 1 如 果 世 
上 全 部 人 口 ( 据 估计 为 32 亿 , 即 3. 2 · 10 人 中 ) 都 来 从 事 这 一 工 
te ,也 和 将 要 82000 4p 2r A 1 A GET CIR FrEE TEE E 
SER FE PARS A Se Fox TR. 

即使 是 小 得 多 的 Froth ext 200 亿 (20 - 10047. 

BAS 72 给 出 了 截止 1961 年 的 费 马 数 的 因子 . 


* * * 


Q 此 数据 是 从 前 的 估计 ,现在 ,世界 上 约 有 55 EAD. -一 译 者 注 ， 
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旱 在 1770 年 ,晚年 讶 月 的 数学 家 欧 拉 已 证 明 , 当 a,8 互 质 
时 ,az -大 的 任 一 因子 要 么 是 2, 要 么 具有 2 天 十 1 的 形状 , 9I 
马 数 是 这 个 一 般 定理 的 特例 ,因此 时 可 视 为 4 二 2,5 二 1. 一 百 多 
年 之 后 , 卢 卡 在 1878 年 证 明了 ,2* 十 1 的 每 一 个 素 因 子 都 必然 
具有 ULH 的 形式 . 就 附 表 72 WSs 的 一 个 因子 641 即 等 
于 25+? 。5 十 1, 而 另 一 因子 6700417 一 25+2 。52347 十 1. 对 F,— 
2* 十 1 而 言 ,已 知 它 为 合 数 但 因子 不 明 , 然 而 其 素数 因子 必 具 有 
29。 开 十 1 的 形式 ;而 F= 十] 的 除数 形式 为 2 K+H 5 


外 ;也 已 知道 当 且 仅 当 37577 =] mod F, 时 ,FF, 为 素数 . 

费 马 数 自身 人 得 注 意 ,它们 还 有 显著 的 几何 应 用 ,在 论述 之 
前 复习 一 下 初等 几何 颇 有 帮助 . 绝 大 多 数 读者 也 许 已 经 知道 怎 
样 等 分 一 线段 或 一 圆 弧 . 显然 ,用 这 种 反复 进行 二 等 分 的 办 法 ， 
Sim — (LAE 439 2,458, 27 等 分 . 人 们 也 回想 得 起 ,除了 
90* 的 整数 倍 以 及 少数 几 个 90* 的 分 数 之 外 ,不 可 能 用 男 规 与 直 
尺 三 等 分 一 角 ; 实 际 上 ,和 角 的 三 等 分 问题 一 直 是 许多 世纪 以 来 像 


鬼 火 一 样 捉摸 不 定 的 东西 . 


Nu 


图 9 内 接 正 三 角形 与 正六 边 形 
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Re 9B 


圆 内 接 正 六 边 形 极 易 作 出 ,只 要 像 图 9 那样 ,用 半径 作为 
东 ,在 圆周 上 相继 截取 六 次 ;把 六 边 形 相间 的 顶点 连结 起 来 , 即 
可 得 到 内 接 正 三 角形 . 

依次 连结 两 条 互相 垂直 的 直径 的 端点 即 可 得 出 内 接 正方 
JE. 对 图 9 中 的 圆 弧 反复 二 等 分 , 即 可 作出 正 12, 1E 24. E 48, 
vere 正 2*。3 廊 形 .与 此 相仿 ,从 内 接 正方 形 出 发 ,可 以 得 出 正 
从 边 形 -…… 以 及 任意 正 2* 边 形 ， 


图 10 内 接 正 方形 与 正八 边 形 


初等 几何 中 正 五 边 形 的 尺 规 作 图 法 或 许 读者 也 能 回忆 得 
起 . 作法 如 下 :在 单位 图 ( 见 附 图 11) 中 ,AC 与 BD REWER 
的 直径 , 玉 H AO 之 中 点 ,而 EF=EB. 

以 BB 为 圆心 ,BF HERE RAAT AGC. BG 即 为 正 
五 边 形 之 一 边 , 此 种 作法 之 详细 证 明 在 大 多 数 几 何 书 里 都 能 找 
到 . 

随后 的 讨论 中 将 提 到 ,线段 可 用 来 表示 含有 二 次 根 式 的 代 
数 式 , 正 五 边 形 每 边 之 长 妈 为 其 中 之 一 . 易 证 BG) 等 于 (5 一 


V5 )/2. 由 于 BO=1( 单 位 加 的 半径 ), LO= > A TEB = 
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Hir 内 接 正 五 边 形 之 作法 


1 十 十 一 S5 /2,EK = J5/2,0F = J5 /2— 2, IR (BG)? 


= (BFY (是 指 线 段 而 不 是 弧 ) = (BO)? (QE? =+ 
(45 /2—1/2)5— (5— v5 )/2. 
因此 用 直 尺 和 圆规 可 以 作出 正 2，5 多 边 形 . 然而 ,尽管 我 
们 反复 试验 多 次 , 却 依然 未 能 利用 这 些 工 具 作 出 圆 内 接 正 七 边 
形 或 正 九 边 形 . 
由 于 可 作出 男 内 接 正三 角形 及 正 五 边 形 ,而 3 与 5 又 是 互 
质数 , 国 而 贺 内 楼 正 15 边 形 以 及 任何 正 2 -15 边 形 也 都 可 作 . 
在 第 5 章 中 已 讲 过 ,对 任意 两 个 给 定 的 互 质 数 psg. E REEL 


到 另外 两 数 a,5, 以 使 得 pa 一 qb 二 1， 从 而 有 各 一 也 一 站- 车 5 与 
是 给 害 的 正 到 雪 , 则 -2.6 一 3. 且 有 一 于 是 ,只 要 
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LERE 


贺 内 接 正 五 边 形 与 内 接 正 三 角形 已 经 作 好 , 则 由 正三 角形 一 边 


Brsk Ji 88 — 8:08 2: 3E Re EK UE =H Re S TAAK 
isl. 
15 
Fite ,也 不 妨 看 一 看 , 积 与 商 是 怎样 通 过 上 几何 手段 作出 
的 . 代数 式 ab/c dB E EIL AAS db/c— ax. WA c/d —b/x. 我 
们 像 图 12 那样 作 两 条 相交 直线 ,并 从 交点 开始 ,在 一 条 直线 上 
分 别 截取 线段 c 与 4d ,在 另 一 直线 上 截取 线段 5, 连 结 * Bb 238 
点 作 一 直线 ,并 通过 4d 之 端点 作 一 直线 与 之 平行 ,这 样 , 所 要 求 
的 线段 x 即 可 得 出 ， 


n 


Bon XE 


有 时 候 , 问 题 中 的 某 个 量 是 经 过 乔装 的 . 例如 有 这 样 的 作 图 ， 
题 : 给 定 线段 mon HK ORE mn. 这 时 ,要 任 取 一 个 单位 长 线 
Ri, FR 


mn/l = z, BP l/m = nfz. 


SM EM PERE, MRA 15m n 3E Bb mE SR r- 

如 果 想 作出 Mpg. HF =p PEU c JÉ p 5 HAP 
项 . 这 时 可 以 先 截 取 钱 段 ,使 其 长 分 别 等 于 p Fe RAID. 
后 以 它们 的 和 为 直径 作 一 个 半 贺 ,并 在 p,q 之 连接 点 处 作 一 委 
线 ,并 与 半圆 交 于 一 点 . 垂 线 的 这 一 段 即 为 所 要 求 的 x. MRA 
要 作出 /p ,我 们 可 把 它 解 释 为 <= YP “1, 即 zx: 二 p* 1. ER 
好 单位 长 与 线段 之 后 , 仍 可 像 上 面 那样 ,把 zx ROK. 


更 为 复杂 的 表达 式 , 例 如 YP 十 YP9 十 "一 Vs 也 可 类 似 地 
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HB 13 求 比例 中 项 


ABR SEU. 例如 ,在 单位 贺 中 ,内 接 正 五 边 形 的 一 边 之 长 


等 于 V (5 一 V5)/2, 图 11 的 作法 表明 ,线段 BG. 之 长 便 是 这 一 
代数 式 的 几何 等 价 物 . 

我 们 现在 已 经 作 好 准备 ,可 以 追随 高 斯 的 辉煌 而 这 入 的 推 
E. 他 已 证 明 , 圆 内 接 正 移 边 形 的 尺 规 作 图 ,位 在 以 下 几 种 情况 
TATE: (1) 正史 边 形 之 边 数 为 2 十 1 形式 的 党 数 ;C2) 此 类 
素数 (全 是 不 同 的 ) 的 羔 积 ;3)2 BISRIE 5 — 1 3E d 1 EXE XX 
BS ES HEB. uide 22 + 352% 52^ * 15 MES UWE RS (E 
ARM R CS R0 E s (ELT E AUT CI HERA ASE 
在 上 述 这 些 正 多 边 形 之 外 ,还 有 其 他 正 多 边 形 也 可 用 尺 规 作 出 - 
xx S rU BR AL RIS HITS ERE FE 

导致 高 斯 作出 结论 的 ,大 致 有 以 下 一 些 步骤 (已 作出 相当 简 
lar 

1. 如 果 一 个 数量 能 通过 有 限 次 的 二 次 根 式 来 表达 , 则 它 可 
以 由 尺 规 作出 , 例如 


r= [Vat eF + Vd+ sT] 
[CF 8 HE A DNT 


就 可 以 作出 . 
2. 存在 着 以 这 样 一 些 数量 为 其 解 ( 根 ) 的 方程 ,对 于 给 定 的 
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不 等 根来 说 ,只 有 唯 - .的 次 数 为 最 低 的 方程 能 为 这 些 根 所 满足 ， 


这 一 个 次 数 最 低 的 方 得 称 为 既 约 方程 .因为 它 已 不 再 能 分 解 为 
两 个 或 两 个 以 上 未 知 数 的 寡 指 数 为 整数 的 因子 . 

3. 由 含有 有 限 多 个 .二 次 根 武 所 表示 的 量 满足 的 婚约 方程 
的 次 数 永 远 是 2 893 8E. ni PRA PET RE 2" 次 的 , 则 其 
解 不 可 能 是 仅 含 育 限 多 个 二 次 根 式 的 代数 式 . 

4， 二 项 方程 "一 1=0 的 根 .在 两 条 互相 正 交 的 轴 所 构成 
HER eR RS A, ELMAR. Ra 
办, 上 面 的 点 表示 虚数 ) 中 作 图 时 ,这 些 根 所 表 东 的 点 必然 等 距 
地 分 布 在 一 个 单位 圆 的 千 周 上 ,此 加 的 圆心 是 南 轴 之 变 点 ,而 半 
径 为 1 个 单位 . 

5. HETA n pg. AE r —1=0 的 根 可 用 尺 规 作 出 ， 
aR z^—1-—0 5 x*— 1-0 的 根 也 能 用 尺 规 作 图 的 话 , 因为 ”一 
pq :nr 是 两 个 互 质数 的 萎 积 ,所 以 一 定 可 以 找 出 两 个 整数 a.8, 以 
使 得 ap 一 6q 二 1 或 a/g 一 /pp 一 1/gp; 从 而 轩辕 可 以 等 分 成 pg 
份 .由 些 可知 ,在 考 呀 圆周 长 能 否 分 作 ” 等 分 时 ,只 要 考虑 上 是 
XU SU NER SEREELO ES. 

6. AFRNESHEERDRA SD-RAM. ,而 这 种 作 
图 法 可 以 反复 进行 ,因此 圆周 可 以 分 成 2,4,.8, ,2 个 等 分 .从 
而 可 推 知 ,如 果 我 们 能 把 圆周 分 成 ”等 分 (na 是 奇数 ,素数 或 全 
数 ) 的 话 , 我 们 也 就 能 把 它 分 成 2 个 等 分 . 

7. 如 果 我 们 把 方程 衬 一 1=0( 比 处 是 素数 ) 用 相当 于 瞧 
一 实 根 x—1 的 因子 x 一 1 去 除 , 即 可 得 出 


Gr — D/G — D Satpal 120. 


它 的 根 便 是 原 方 程 的 复数 根 . 2] RR 08 9 6r 10 77 E BRA 
程 , 它 的 根 都 在 单位 圆 的 圆周 上 、. 
8， 由 于 分 圆 方程 是 既 约 方程 . 仅 当 它 的 次 数 为 2* 时 ,才能 
通过 二 次 根 式 求解 , 亦 即 pp 一 1 二 2 或 二 2 十 1 
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9. Jg p—2'--1 R— X ELO 必须 是 2 CAKE, BM 
请 至 少 会 有 - -个 奇数 因子 ell Aa-—e.mb-2-c-1-ObP-4c1. 
而 后 者 将 恒 有 一 个 2 十 1 的 因子 ,从 而 决 不 是 一 个 素数 了 ， 

10. (X234 n RP AMER 

2*(2*' + DOG 4] po C27" +1) 

时 ,圆周 才能 用 尺 规 分 成 sn PS). EMR 
一 次 方 第 ,而 Gisd2s"*" sdn 都 是 不 同 ERR. 

由 表 72 可 知 , 形 如 2” 十 1 中 的 数 而 为 素数 者 仅 有 3:55:17; 
257 与 65537; 因 而 ,从 理论 上 讲 , 可 以 用 尺 规 作 图 法 作出 的 正 多 
边 形 的 个 数 只 能 是 以 上 五 个 整数 取 法 的 排列 组 合 , 即 2 一 1== 
31 种 . 这 些 正 多 边 形 的 边 数 如 表 73 所 示 . 


编号 Bia ia 
1 3 二 3 
2 5-5 
3 1523*5 
4 17 一 17 
3 512 3*17 
6 85 = 5°17 
7 255 = 3*5 17 
8 257 = 257 
9 771 = 3+ 257 
10 1285 = 5 * 257 
11 3855 = 3*5 * 257 
12 4369 = 17 * 257 
43 13107 = 3 * 17 * 257 
14 21845 = 5 * 17 + 257 
15 65535 = 3*4 5-17 - 257 
16 65537 = 65537 
17 196611 = 3 * 65537 
18 327685 = 5 * 65537 
19 983055 = 3* 5 * 65537 
20 1114129 = 17 * 65537 


873 拥有 奇数 素 边 ,并 能 通过 直 尺 与 品 规 作 图 的 正夫 边 形 
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编号 多 边 形 的 边 数 
21 3342387 = 3 + 17 - 65537 
22 5570645 = 5 + 17 * 65537 
23 16711935 = 3+ 5 * 17 * 65537 
24 16843009 = 257 + 65537 
25 50529027 = 3 + 257 * 65537 
26 84215045 = 5 + 257 + 65537 
27 252645135 = 3+ 5 - 257 - 65537 
28 286331153 = 17 * 257 + 65537 
29 858993459 = 3 * 17 + 257 + 65537 
30 1431655765 = 5 « 17 + 257 + 65537 
31 4294967295 = 3 + 5 + 17 + 257 + 65537 


R73 ”拥有 奇数 素 边 ,并 能 通过 直 斥 与 轿 规 作 图 的 正泰 边 形 ( 续 ) 


2 的 任意 次 正 整数 竺 均 可 以 同上 述 31 个 数 相 结合 以 得 出 几何 
上 可 作 的 , 且 边 数 为 个 数 的 正 多 边 形 ; 边 数 不 超过 100 时 ,此 类 
边 数 为 奇数 或 偶数 的 正 多 边 形 是 24 个 ;不 超过 300 时 有 37 个 ， 
不 超过 1000 时 有 52 个 ,不 超过 一 下 万 时 则 有 206 个 , 边 数 不 超 
过 100 的 24 个 正 多 边 形 见 附 表 74. 


序号 边 数 ms 边 数 
1 3 13 30 
2 4 14 32 
3 5 15 34 
4 6 16 40 
5 8 17 48 
6 10 18 51 
7 12 19 60 
8 15 20 64 
9 16 21 68 

10 17 22 80 
u 20 23 85 
12 24 24 96 


XE 74 可 以 用 尺 规 作 图 的 正事 边 形 


尽管 从 理论 上 说 , 边 数 由 表 73 给 出 的 正 多 边 形 均 可 以 用 尺 
规 作出 ,但 实际 上 做 到 这 事 却 决 非 简 单 . 即使 对 正 17 边 形 ,分 析 
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与 作法 已 经 相当 复杂 ;对 正 257 边 形 就 需 用 去 大 量 笔 黑 纸张 . 林 

根 By BRT Hermes t £25 T EID IE65537 UE , E EE IBS T 

他 一 生 中 的 十 年 时 光 1 (182) 
正 17 边 形 的 一 边 可 由 下 法 求 出 (图 14): 


4 E H oD F B 
Hi 14 内 接 正 十 七 边 形 的 作法 
— — — 
径 上 , 自 圆 心 ORRRE OD, 使 它 等 于 半径 的 言 . 作 DF 与 
DE, 使 它们 都 等 于 DQ. 又 作 EG 与 PH ,使 之 分 别 等 于 EQ, 


FQ. 青 作 OK ,使 它 等 于 OF 与 OQ 的 比例 中 项 . 过 天 VE KM XE 
行 于 AB, 而 与 军 住 0G 的 半 图 周 相交 于 M, 作 MN 平行 于 OC，， 
55 O WF N. 则 弧 AN 就 是 加 周 长 的 十 . 这 一 作法 是 由 一 个 Deo 
zm 988 + BERI Cohn Lowry? JA FE 1819 年 给 出 的 ,他 的 证 
明 在 那 一 年 的 (数学 博览 y 杂 志 上 是 足 占 去 九 页 之 多 1 

高 斯 对 他 所 发 现 的 费 马 素数 与 内 接 正 多 边 形 的 关系 极为 自 
豪 ,念念不忘 ,因此 他 希望 在 他 去 世 之 后 ,在 其 莫 碑 上 刻 上 一 个 
iE 17 边 形 . 由 于 种 种 原因 ,他 的 要 求 未 获 当局 批准 ,但 是 在 德国 
魏 朗 欧 维 格 郡 (他 的 出 生地 ?的 一 个 纪念 矿 上 ,的 的 确 确 乾 上 了 
iE 17 边 形 . 
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对 于 寻找 2 十 1 形 的 素数 并 不 满足 ,数学 家 们 又 去 研究 
10° 十 1, 但 是 直到 n — 6 为 止 ,迄今 已 找到 的 这 数 只 有 两 个 :11 
与 101;, 四 当 于 n=0 与 二 1 的 情形 . 


* * 


一 度 曾经 稍 想 过 2 十 1,22 十 1,22 十 1,28 +1 等 全 是 素数 ， 
但 是 ,后 来 发 现 2 十 1 是 个 合 数 ,具有 因子 2” 。 1575 十 1 一 
825753601. Æ trie rn sS fe ee LT RT REG. 
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TERES. "TTE SS" RA ATER BAI 15 只 球 布置 成 三 角 
形 模式 , 碟子 , 木 球 , 筹 码 以 及 诸如 此 类 的 小 东西 ,凡是 能 配置 成 
等 边 三 角形 模式 的 ( 见 图 15) ,其 数目 称 为 三 角形 数 . 显然 , 它 是 
从 1 开始 的 连续 正 整 数 之 和 ;例如 15 一 1 十 2 十 3 十 4 十 5. 第 一 个 
三 角形 数 T| 等 于 1 其 后 为 T: 一 3 一 和, 等 等 , 见 医 15 Bim. 
算术 级 数 1.2.3.4. ir 之 和 是 rr 十 1)/2, 它 就 是 了 ,的 值 . 


T; 


筹码 或 小 球 也 可 以 像 16 那样 排列 成 正方 形 阵 列 , 当然 它们 
可 以 称 为 "正方 形 数 ”并 服从 级 数 1,4,9,16,25,… 的 模式 . 从 图 
中 黑 圈 与 白 圈 的 配置 状况 可 以 看 出 ,第 一 个 三 角形 数 1 与 第 二 
个 三 角形 数 3 合 在 一 起 就 形成 了 第 二 个 正方 形 数 4; 第 二 .三 个 
三 角形 数 3 与 6 可 形成 第 三 个 正方 形 数 9; 一 般 说 来 ,车 S. 为 第 
个 正方 形 数 , 则 有 关系 式 S.= 了 .十 T-,, 此 关系 可 证 明 如 下 : 
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[185] His 正方 形 数 


T, = rir + 1)/2, 
T. = 0 — Dir— 1 + D/2-2tr— bDr/2, 


相 加 后 得 
T+T,,=r@+1+r—-D/2=r, 


结果 显然 等 于 S.. 
再 多 看 一 些 例子 ,我 们 有 ， 


T. = 1 3 86 10 15 21 28 38 45+ 
T. = 1 3 6 16 15 21 28 36+ 
TT =s. = 1 4 9 16 25 36 49 64 gbe 


HEGK BEBÉS SE E 10] FRR RE REDE EPOR HAN 
曾 对 此 投入 了 大 量 的 才能 、 地 位 ,个 性 与 人 格 - 例如 “神圣 的 数 
Wi. cepi CONES RU ,请 保 补 我 们 吧 ! 响 , 神 圣 的 四’ UR 
育 了 永恒 创造 的 源泉 ,” 便 是 他 们 对 自然 数 4 PB RK. 不 过 ， 
正 是 从 这 种 莫名 其 土地 堂 的 “ 摩 包 君 效 ”里 产生 了 数论 的 前 


中 “ 库 包 君 渤 "mumbojumbo} 是 西非 济 黑 人 所 崇拜 的 守护 神 ; 适 常 是 一 些 莫 
名 其 妙 的 符 吕 .一 一 译 者 注 . 
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《初等 数论 } 中 说 道 ,…… 吉 代 的 数字 神秘 主义 即使 时 至 今日 仍 
在 占卜 星相 的 伪装 下 日 益 兴 了 旺 发 达 . 这 一 事实 真 令 人 对 人 类 的 
前 途 产 生 失 望 ,不 过 . 话 得 说 回来 ,如 果 没 有 了 它 了 ,人 类 精神 也 
就 不 会 产生 那些 出 类 拔 划 的 创造 ,其 中 也 包括 了 数论 在 内 .” 

但 在 毕 达 哥 拉 斯 的 时 代 , 奇 数 仍然 是 * 男 性 数 ”, 而 偶数 是 
“女性 数 ”. 无 疑 这 种 称呼 非常 贴切 ,因为 男人 一 般 总 是 脾气 梭 
B ,好 勇 斗 狠 ,而 女人 则 是 甜蜜 温顺 ! 当时 ,i 被 视 为 一 切 数 的 根 
源 ,2 是 第 一 个 女性 数 ,3 是 第 一 个 男性 数 .而 和 2 十 3 二 5 代表 婚 
姻 ( 参 看 第 3 章 ). 即便 在 数 的 王国 里 ,女人 也 在 男人 之 前 ! HB 
掌握 了 爱情 的 奥秘 .因为 它 把 男性 生殖 潜力 3 与 婚姻 数 5 相 加 
HET. 对 此 , 逢 腊 和 人 总 是 要 用 一 个 单词 来 表示 它 . 

毕 达 哥 拉 斯 及 其 门徒 实际 上 是 一 个 带 有 强烈 个 人 崇拜 色彩 
的 狭隘 小 圈子 ,由 于 它 极 不 重视 世俗 事务 而 逐渐 失去 了 它 原 先 
所 拥有 的 生命 为, 读者 们 也 许 很 熟悉 那个 有 名 的 轶 事 , 有 位 商人 
曾 请 教 过 毕 达 哥 拉 斯 ,他 能 教 点 什么 .“ 我 能 教会 你 怎样 去 计 
算 ," 几 何 学 家 说 .“ 那 我 已 经 会 了 ,” 商 人 管道 ,“ 你 是 怎样 去 计算 
的 ?这 位 3 2-4! = 5^ 的 发 现 人 间 . 商人 咀 史 地 说 ,“ 一 ,二 ,三 ,四 
et ”…“ 住 口 1!” 对 估 狂 叫 ,“ 你 要 取 的 四 是 十 ,或 者 是 一 个 完全 三 
角形 包 , 以 及 我 们 的 记 叶 . ” 

中 国人 显然 创造 了 用 简单 几何 模式 表示 数 的 办 法 . 这 大 
体 上 在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 五 百 多 年 ,所 以 远 在 希腊 人 之 前 他 们 
就 早已 知晓 了 一 些 数 的 性 质 . 他 们 利用 一 个 水 平 短 划 ( 一 ) 或 
一 系列 的 短 划 来 表示 奇数 或 阳性 事物 ,而 用 中 间断 开 的 两 个 和 炬 
划 (--) 来 表示 偶数 或 阴性 事物 .有 一 本 不 迟 于 公元 前 1000 年 写 


(o 指 古 代数 字 神 秘 主 六 两 不 是 现代 迷人 入- 一- 占 个 星相 . 一 一 译 者 注 . | 
2 这 性 至 大 狂 叫 的 "四", 实 际 上 是 指 第 四 个 三 角形 数 , 好 于 ,= 二 1 十 2 十 3 十 4 一 
10. —— RAE. 
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TER. 

SJARHSTARGESCR. 真正 的 男性 应 该 具有 严厉 的 
不 可 分 割 性 ,而 这 种 性 质 只 是 在 素数 身上 才 体 现 出 来 . 此 , 像 
8 或 15 那样 的 奇 合 数 被 认为 是 “缺少 丈夫 气概 的 ” 数 , 但 奇 素数 
3 则 被 认为 是 玄 性 数 2 的 佳 偶 , 两 者 交配 以 合成 婚姻 数 5, 图 17 
所 显示 的 数 的 柱 别 异 式 令 人 不 禁 想 起 在 茶 些 生 物 学 教科 书 上 所 
画 出 来 的 染色 体 排 列 形态 图 . 


单位 万 或 元 效 
5 5 7 9 
5um @ © e e e e o6 e e 9 
e e^ e e v e e 
e e 6 e e © 
mg kt y: eC LOU HL 
{ 合 数 ) 
2 4 6 B 
xt& © © © © © © © © 
© © eco oq 
© © © © 
© © 
5 
e e 
o 
© © 
ifc NR 


157 Sm Bt 


O BHEOSRECE SSRIPH LU TEES IB Eun" RR. — BRE. 
— 224 — 


R298 


既然 小 圆圈 可 排列 成 三 角形 或 正方 形 的 模式 ,人 们 自然 也 
会 想到 五 边 形 ,六 边 形 等 形状 . 75 给 出 了 多角 形 数 的 前 五 个 ， 
pK — UESCBLA UE Sx mE 76 则 指出 了 每 一 个 多 角形 数 
中 所 拥有 的 单元 数 , 以 及 n 边 形 多 角形 数 的 第 7 项 ( 通 项 ) 公 式 . 


、 集合 数 Ep =r (0) 

ms 边 数 * 2.12123 4 8 6 7 8 r 
三 角形 数 3 1 13 6 10 15 21 28 36eer(r+19/2 
正方 形 数 4 2 14 91625 36 49 ier 
五 边 形 数 5 3 15122235 51 70 92--r(3r —15/2 
六 边 形 数 6 4 16 15 28 45 66 91 120 *«r(2r— 1? 
七 边 形 数 7 5 1 7 18 34 55 81 112 148 +r(Sr— 3)/2 
AGUE $6 8 6 1 8 21 40 65 96 113 176 --r(3r—2) 
n WER n n—2 ln» 


3(—1D 2n—4» 5(n—3) 
3(5Ó —8) 7C3n—5) 4€(7a— 12) 


G/2)[G-— Da—2r—2))® 


£76 SMES p. 


[189] * * * 
有 一 种 简单 的 测试 法 ,可 判明 一 个 数 是 否 为 多 角形 数 . 我 们 
所 要 做 的 全 部 工作 只 是 把 该 待 决 数 乘 以 81 — 20 HERRN 
上 再 加 ka 一 4)2 若 结果 为 一 平方 数 , 则 该 数 是 一 个 # 边 形 数 ; 否 
则 就 不 是 . 例如 我 们 想 知道 45 是 不 是 一 个 六 边 形 数 ,可 将 它 莱 
以 86-2), HB SER. 1440, 再 加 上 (6 一 4)? ,得 1444, 而 后 者 是 
38 的 平方 ,这 就 表明 45 确实 是 个 六 前 形 数 . 要 求 这 个 多 边 形 数 


D 在 用 + 与 ;表达 时 ,此 式 等 于 rirs 一 s 十 2)/12. — RE. 
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的 阶 , 可 把 人 一 4 加 到 平方 根 上 ,再 用 (一 2 的 二 倍 去 除 其 和 . 
以 上 例 而 言 , 即 是 38 十 (6 一 4 一 40,40 二 8 一 5, 所 以 阶 为 5, 由 是 
可 知 45 是 第 5 个 六 角形 数 , 如 表 76 所 示 . 

此 法 也 可 证 明 如 下 : 表 76 指出 ; 阶 为 7 的 边 形 数 等 于 C7 
2)LG —1)5—2G —2)2 ]. EREA E 800 —203E I EO — 4»? 
之 后 ,结果 正好 是 个 完全 平方 数 ,其 根 只 为 2mm 一 入 一 2 十 4 解 
出 r. BN 


r= [R + (a — 4/2 2), 


XA ERE ER 76) EJ. 

对 给 定 的 # 边 形 数 ,例如 从 三 角形 数 到 八 边 形 数 ,为 了 查阅 
方便 ,我 们 可 以 先 算 出 乘 数 与 加 数 以 便 应 用 于 测试 与 求 一 般 项 . 
这 些 数据 在 表 77 中 已 子 列 出 ， 


Xu mý 阶 > 


CR— 1015/2 
R/4 
(R+19/6 
(GT 23/8 
40 9 (R+3)/10 
48 16 GR 43/12 


*»7 a 边 形 数 的 测试 


有 一 个 极为 简便 的 否定 性 测试 可 用 来 判明 一 个 数 是 否 三 角 
JOR. 只 昌 把 竺 决 数 的 各 位 数码 统统 加 起 来 ,得 出 一 个 和 数 , 再 
把 和 数 的 各 位 数码 也 相 加 起 来 ,如 此 反复 进行 ,直到 最 后 只 剩 一 
个 数码 为 止 . 如 果 它 是 2,4,5,7,8, 则 待 决 数 不 是 三 角形 数 ; 若 
不 然 , 则 待 决 数 可 能 是 ,也 可 能 不 是 三 角形 数 . 现 以 79 为 例 ,此 
时 便 有 7 十 9=16,1 十 6 二 7, 阁 可 以 判明 79 不 是 三 角形 数 . Fit 
54,5 十 4 一 9, 于 是 可 知 54 不 能 被 否定 性 测试 排除 , 进一步 再 使 
用 正面 测试 法 ,由 于 54 .8 十 1 一 433, 它 不 是 一 个 平方 数 ,由 此 
判定 54 不 是 一 个 三 角形 数 . 
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正如 任意 - :个 正方 形 数 可 表示 为 两 个 三 角形 数 之 和 那样 ， 
[190] 一 个 五 边 形 数 可 表示 为 同 阶 正方 形 数 与 前 一 阶 的 三 角形 数 之 和 |， 
图 18 标明 了 这 些 结果 . 如 果 用 公式 表示 , 设 r 为 阶 , 三 角形 数 为 

了 ,正方 形 数 为 5S, 五 角形 数 为 ,于 是 有 


S,4+T.,—=P, 或 C Dri? +r = rir 1072. 
一 般 地 说 ,n 边 形 数 等 于 其 同 阶 的 (x 一 1) 边 形 数 再 加 上 前 
-- Bri = fe sr. 
3 Pa . 
e + | | = 
T, S3 Po 
Fx 
À 


- 
el a - 
Te S5 Ps 
图 18 SHER EMm 
用 普通 代数 方法 可 以 找到 各 种 类 型 的 多 边 形 数 间 的 关系 ， 


其 中 有 不 少 几何 模式 相当 有 趣 . 图 19 已 标 出 了 某 些 关系 与 有 关 
的 记号 . 


立方 数 118;27;64;1253… 与 三 角形 数 有 联系 :从 1 开始 的 
连续 > 个 立方 数 之 和 必定 等 于 第 r 个 三 角形 数 的 平方 . 例如 对 
r 一 4 来 说 , 便 有 

1 十 2 十 3 十 和 一 100， 
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数 的 语言 | 数 的 语言 
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_& tite 32) 
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pobre! =p 


rir +1) 
2 E 
-—rÉr +1) E AN E =(r41)(3r+1) 


2 


2pi=rtr+1) f j epi HAT = pit 


rir 1? 
2 
时 
tart) ; Cr 十 1》(r +2) 
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而 100 正好 是 第 四 个 三 角形 数 10 的 平方 . 一 般 地 说 ， 
— +H Er [rH D/2]— Q2 34 0. 


从 个 同 阶 三 角形 数 再 加 1, 可 以 得 出 一 个 正方 形 数 ,当然 这 
是 对 的 ,因为 


&r(r + 10/2 4-1 — 4C +4r+ 1 = Cr+ 1X. 


这 个 有 趣 的 关系 式 为 一 种 方法 蓝 定 了 基础 ,用 此 方法 可 以 找 出 
兼 有 三 角形 数 与 正方 形 数 两 重 身份 的 数 . 若 我 们 能 找到 一 个 正 
[0191] 方形 数 X EER 8 再 加 1 后 ,结果 依然 是 正方 形 数 , 则 x* 
也 必然 是 三 角形 数 . 当然 这 种 办 法 将 要 求人 们 去 解 8X* 十 1= 
站 ,而 这 是 一 个 佩 尔 方程 ,我 们 将 在 第 22 章 中 加 以 讨论 . 在 下 面 
的 附 表 78 中 给 出 了 它 的 前 七 组 解 ,于 的 值 既是 正方 形 数 ,又 为 


三 角形 数 . 

RRA EA 三 角形 数 ”三 角形 的 ”正方 形 的 
8X'4-1—Y' =X? 边 长 =# ”过 长 = 六 

8-14 1= 3? 1 1 1 

8*6 4-1— 17? 86 8 6 

8+ 3h+1= 99: 1225 49 35 

8+204+1= 5777 41616 288 204 

8*1189--1— 3363? 1413721 1681 1189 

8+ 69307 +1= 19601* 48024906 9800 6930 


B+ 403917-+1= 114243! 1631432881 — 57121 40391 
Rs RALAVCKRSIMPAREAH HR 


SEAR BP X 83 AE EE REPE ET HEE HR. 
* * * 
多 边 形 数 只 是 所 谓 “ 拟 形 数 " 中 的 一 种 而 已 . 拟 形 数 中 的 第 
一 族 或 “线性 族 " 实 际 上 不 过 是 从 1 开始 的 算术 级 数 . 如 果 4 是 
公差 , 则 loitd.,l+2d,-,1l+€r—-—Lled 便 是 该 线性 族 从 第 1 
项 到 第 r 项 的 相继 各 项 . MAS 4=1 与 4 一 2, 则 可 得 到 这 一 族 
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的 两 个 集合 1.2,3.4.5. (7 —1011,3.5,7,9.-. (27— . E 
然 在 旋 中 的 第 :个 集合 中 4 二;, 而 级 数 变 成 1,1 十 s, 1-7 2s. 
lc35,.1-c(G— Ds. 我 们 可 以 使 用 记号 KERR RY 
线性 族 ,这 里 1 代表 拟 形 数 中 族 的 序号 (也 叫 维 数 )wz ,而 s 代表 
KRESS or 则 为 集中 的 阶 . 例如 A= tfi 

如 果 我 们 把 上 述 级 数 的 名 项 之 和 作为 新 级 数 中 的 项 ,以 形 
成 自 1 开始 的 新 级 数 , 于 是 我 们 得 到 1,3,6,10,15,-, 
rir 二 1)/241,4;9,16,25,… or" B s TRER E 1,2 十 s ,3 十 35， 
åt 6s," ,r(irs—54-2»/2. 

这 些 级 数 不 再 是 算术 级 数 , 值得 注意 的 是 ,它们 是 表 中 的 多 
边 形 数 ,而 s—n—2. 

这 些 “ 和 -级 数 ” 的 各 项 称 为 “平面 拟 形 数 ”; 此 种 数目 的 维 数 
m= 2. 因而 一 切 平面 氢 带 数 都 可 用 记号 户 .. 来 表示 ,与 之 对 应 的 
通常 记 导 则 为 p'_;. Mame fA uopi—16. f, 2-28. fi. — 
pi_-2=10s+5=10n—15. 一 般 说 来 ,一 个 多 边 形 数 等 于 首 项 为 
LAB d 为 2 一 2 的 算术 级 数 之 和 . 例如 在 六 边 形 数 中 "一 6: 公 
差 是 6 一 2 二 4, 而 六 边 形 数 便 是 此 种 算术 级 数 之 和 , Bi 
学 派 的 人 把 算术 级 数 的 项 称 为 “ 声 折 形 ” 了 . 

类 似 地 可 以 通过 不 断 求 和 办 法 得 出 “ 立 性 ”的 ,也 就 是 三 维 
MER. E m — 3. 这 种 数目 有 时 也 称 为 “棱锥 数 " 或 “ 锥 形 数 ”. 
它们 可 记 为 Am PL. HERES s 个 校 锥 的 第 > 个 数 . 表 79 
给 出 了 锥 形 数 ,大 家 不 妨 拿 它 来 同 表 76 HSI RMP. 
查 一 下 表 79, 即 可 知道 再 :一 产 一 196. 

“ 锥 形 数 ”这 一 名 称 也 许 葡 富 着 某 种 意思 , 妈 该 数 等 于 某 个 
峻 形 数 的 ,形状 对 称 的 物体 ,例如 像 小 球 可 以 堆积 成 均匀 对 称 的 


O 二 折 形 是 在 平行 四 边 形 的 角 上 截 去 一 较 小 而 与 原形 相似 的 平行 四 边 形 后 
所 得 之 图 形 . 毕 氏 学 其 持 有 “ 凡 物 贡 数 "的 强 列 信 和 念 ,他 们 认为 几何 揪 形 也 可 以 用 数 
JERE. 当 灼 图 形 并 不 四 于 平行 四 边 形 , 故 也 有 译作 * 心 射 形 "的 . 一 - 译 者 注 ， 
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HEB) RE 集合 数 Nr 
BS 边 数 so 
=a n7? 123 4 5 6 7 8 r 
二 角形 3 1 141020 35 56 84 120--r(G-- DG 4 22/6 
四 边 形 4 2 151430 55 91 140 204 --r(r- D(2rT- 10/6 
五 边 形 5 3 1861840 75 126 196 288 ritr+1)/2 
六 边 形 6 4 172250 95 161 252 372 rir d D (4r — 12/6 
七 边 形 了 5 1 8 26 60 115 196 308 456 -=r +1}(5r—2)}/6 
A3H 8 6 139 30 70 135 231 364 540 verde F1)(2r— 1272 
全 -二 人 人 A 
nE on nS sa |! o 
Ss 2 202 6 i 
N 一 us in a ied | 
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棱锥 ,但 这 仅仅 是 对 正三 棱锥 (底面 为 正三 角形 ) 与 正四 楼 锥 ( 底 
面 是 正方 形 ) 才 有 可 能 . 在 其 他 情况 下 ,由 多 边 形 数 给 出 的 各 层 
小 球 并 不 能 均匀 地 分 布 于 三 维 空间 . 例如 ,对 每 边 只 有 2 个 小 球 
〈 痊 数 为 6 个 小 球 ) 的 六 角形 底面 来 说 ,如 果 要 堆 成 二 级 棱锥 , 则 
中 间 就 有 足够 的 地 位 可 安置 一 个 外 加 的 小 球 ,而 它 是 第 2 个 六 
角形 数 所 没有 计算 进去 的 ;对 第 四 阶 来 说 ,更 须 在 底 上 额外 再 追 
加 9 个 更 多 的 小 球 , 而 这 些 都 是 在 该 阶 六 角形 数 28 以 外 的 . 看 
一 下 表 75 即 评 理 解 . 

但 是 ,在 底 为 正三 角形 或 正方 形 时 ,小 球 可 以 堆 垒 成 均匀 的 
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棱 稚 ,而 球 的 总 数 是 一 个 锥 形 数 . 以 正方 形 为 底 而 每 边 有 5 个 小 
OR YD Pe PE EFA 55 个 小 球 , 即 i= PP =14+44+94+164+25= 
55. 
锥 形 数 P; 可 通过 下 列 公式 ,从 相应 的 多 边 形 数 p; 中 极为 
方便 地 算出 来 ; 
Ps = (r + 1)¢2p5 r6. 


读者 们 也 许 想 用 表 76 与 表 79 中 的 多 边 形 数 与 欠 形 数 来 验证 上 
述 关系 式 . 例如 : 
ph = 91, Pi = (412-4914 7)/6 = 252. 

正如 边 形 数 是 同 阶 (n 一 1) 边 形 数 与 前 一 阶 的 三 角形 数 之 
和 那样 , 任 一 » £83 SET EA Oa — DAREA 55 B — PT 83 — 
角 锥 (四 面体 )? 形 数 之 和 . 例如 ,第 ?7 阶 六 角 锥 形 数 PL 252. 
等 于 7 阶 五 角 锥 形 数 196 与 6 阶 三 角 锥 形 数 56 之 和 , 一 般 地 ， 
THERA 

P = Pit Py; 


而 对 多 边 形 数 有 
p= pier py. 

多 边 形 数 可 以 用 平面 上 的 多 边 形 来 说 明 , 欠 形 数 则 可 通过 
楼 锥 予以 图 解 . 尽管 我 们 无 法 用 四 维 或 更 高 维 的 几何 模式 来 对 
以 惟 形 数 的 和 为 项 的 新 级 数 进 行 直观 说 明 ,但 至 少 可 以 从 解析 
角度 来 对 它们 进行 研究 . 由 锥 形 数 的 求 到 r 阶 的 和 作为 级 数 的 
项 ,用 此 办 法 可 以 得 到 外 维 拟 形 数 A ,它们 已 在 表 80 中 列 出 . 

最 后 ,我们 把 此 种 步骤 加 以 一 般 化 , 即 可 得 出 m 维 拟 形 数 ，; 


fi.=O@stm—srtm—-Dtfmltor- 1)1!., 
有 了 这 个 简单 公式 ,不管 什么 样 的 拟 形 数 , 只 要 已 知 维 数 


m ,集合 数 s, 与 阶 数 ~, 就 都 能 求 出 来 . 
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生成 多 集合 数 Br—r 

HË =s 1234 5 6 7 8 r 

三 角形 1 1515 35 70126210 330-*er(O- DG 2260 --32/4 1 
EAR 2 1 620 50105196 336 540--^r(r-- D(74- 22712 

五 边 形 3 1 725 65140266 462 750--—r(r-F1)--2)0r--1)/4 ! 
六 边 形 4 1 830 801755336 588 9607-7 1)0--2)/6 

七 边 形 5 1 935 95210406 714 1170 eret D+H? (56 — 12/4 1 


AGE 6 11040110245 476 840 1380 --r(r4+19(r4+25(6r— 22/4 1 
+20 s 一 7a = 


4) 
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TE 5—1 时 , 即 对 应 于 第 一 集合 ;我 们 有 i 


far=G+m—DGtm—2)! /m! G-D! 
—(rd4m—1)!/m!í(r—1)! 
—rí(rd- D G-T 2) G@tm— lim ! 
— (Gn-- Dn -2)»)m-F30- Gn r—1)/G—120!. 


读者 们 也 许 会 认 出 它 就 是 二 项 式 系 数 ,或 者 组 合 数 Ou 
(或 CT5- ,由 组 合 基本 性 质 ,这 是 显然 的 ). 

(RH 76, 表 79, 表 80 是 对 二 维 , 三 维 , 四 维 拟 形 数 造 的 那 
样 ,m 维 氢 形 数 的 一 系列 表格 也 可 以 造 出 来 . 如 果 把 这 些 表格 统 
统 集 拢 在 一 起 ,它们 将 能 形成 一 张 拟 形 数 的 三 维 表格 . 

有 关 拟 形 数 的 趣 题 不 少 ,一 般 是 要 求 它们 进一步 满足 一 些 
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附 吉 条 件 ， 

1,， 求 一 正方 形 数 , 它 能 表示 以 正方 形 为 底面 的 楼 锥 中 的 球 
数 ,换言之 ,P 必须 是 个 平方 数 . 这 种 数 只 有 一 个 . 在 x 二 24 Wd. 
将 有 F 2° +3? + 4-245 — 4900 707. 

2， 要 求 在 三 角 锥 (四 面体 ) 中 的 球 数 PS 是 平方 数 , 这 样 的 
解 只 有 两 个 , 即 2:=1 十 3 与 


140° =1+3 +64 10+ -- + 1176. 


3. f£f8] — T — ae AA TRE RE S7; PK ER TKR. 

4. CPSP RRM X orf nik eT hw 
以 外 ,它们 甚至 不 是 平方 数 . 

5. WE 78 所 示 ;三 角形 数 可 以 是 平方 数 , 它们 可 从 级 数 0， 
1.6,35,204, - ru, 中 找到 ,这 里 ,us 一 bx 一 zt 即 每 一 项 是 
前 一 项 的 六 倍 , 再 减 去 更 前 面 一 项 . 此 种 数 旨 的 平方 慕 有 两 重 身 
份 , 既 是 平方 数 , 又 是 三 角形 数 ， 

很 像 是 第 14 章 中 讲 过 的 、 求 毕 氏 三 角形 连续 数 边 的 那个 公 
式 , 求 上 上 述 两 重 身份 的 三 角形 数 时 ,也 可 不 必用 上 面 的 级 数 ,而 
改 用 公式 : 


(la+ /35o*— a- vz35*]/443]- 


36x FARIA 1.2.3, - 89, PUTED ER PR 1.6. 
354° :但 它 当 然 要 比 前 一 种 办 法 麻烦 得 多 . 

6. 除 1 之 外 ,三 角形 数 6 是 唯一 的 例子 :其 平方 也 是 一 个 三 
和 角形 数 ,下 一 个 例子 将 有 660 位 以 土 数 码 . 这 个 条 件 要 求 表 78 
中 的 着 是 一 个 三 角形 数 .中 

7. 三 角形 数 55,66,666 是 组 成 数码 在 30 位 以 内 的 唯一 由 


D 原文 如 此 ,说 法 较 含 糊 , 但 与 第 5 题 并 不 矛盾 - 因为 35 HEAR ES 
TERS ER 35 本 身 不 是 三 角形 数 , 但 5 却 不 一 样 . 一 一 译 者 注 ， 
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相 问 数码 组 成 的 几 个 实例 . 
8. 试 求 一 些 三 角形 数 .它们 的 和 与 差 也 是 三 角形 数 . 表 81 
中 给 出 了 一 些 解答 . 


"ec 第 :个 ARE A= a= AX 
F= S= 之 边 长 F+S= F-S= 的 边 长 
sirt? yiytlii2 x Y Zt2+ 0/2 VO-FD/2 zZ V 
?1 I5 [3] E] 36 6 8 3 
171 103 18 l4 276 66 23 11 
990 750 44 39 1770 210 59 20 
3741 2145 86 65 5886 1596 108 56 
2185095 1747515 2090 1869 3932610 437580 2804 935 
[197] st 三 角形 数 对 子 , 若 和 与 其 也 是 三 角形 数 


9. 求 一 个 m WER. ERMA RB n HER. RNC HAR 
为 二 角形 数 与 正方 形 数 的 数 . — £8 TE AMR XC E CS 
例子 有 1.210,40755. 

10. 仅 当 2r-- 12 3u, i 


u = 1.3.17,.77*,.u, = 6u,_ | 一 Ha: 


BY, = Pits = AE RAF ps O pie p PPAR. pi 
如 z#s3 时 ,r 一 4, 这 时 第 三 ,第 四 ,第 五 个 三 角形 数 6.10.15 的 
Fe FH SPIE ey 900. 4 5 — 17 时 ,r= 二 25, 而 

pil + pP e p = 300 « 325 + 351 = 34222500 = 58507. 


* * * 


尽管 涉及 氢 形 数 与 和 多边 形 数 的 许 包 定理 与 间 题 大 都 只 属 初 

等 福 质 ,但 在 此 领域 中 也 有 一 些 初 等 手段 远 远 不 能 解决 的 问题 . 

例如 , 任 一 正 整 数 要 么 本 身 就 是 一 个 二 角形 数 ,要 么 是 两 个 三 角 

形 数 之 和 ,要 么 最 多 是 三 个 三 角形 数 之 和 : 任 一 正 整数 是 最 多 四 

个 平方 数 之 和 ;一 般 说 来 , 任 一 正 整 数 是 最 多 mw 个 mw 边 形 数 之 

RI. 虽然 立方 数 与 四 次 各 不 属于 上 述 讨 论 范畴 ,但 也 可 雇 顺 便 在 
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此 指出 : 任 一 正 整数 是 最 多 9 个 立方 数 或 最 多 19 个 四 次 大 之 


9]. 

表 76 中 有 关 五 边 形 数 的 那 -- 行 显示 出 它们 遵循 数列 :1;5; 
12;223;35;…… ,一 般 项 是 (3r 一 1)/2. EHE RAE EO rr d 
1)/2, 则 由 此 通 项 公式 概括 而 得 的 数 1:2:5:7:12:15:22:26; 
35;40;… 称 为 “广义 ”五 边 形 数 , 这 些 广义 五 边 形 数 在 欧 拉 发 明 
的 一 个 著名 公式 中 着 实 访 了 一 手 .一 个 正 整 数 N 的 所 有 除数 之 
和 有 时 可 记 为 SC(N)( 参 看 第 3 章 ), 欧 拉 公 式 如 王 : 


SOND)— SON — 10 —SUON — 20 H-SCN — 5) 3-SCN — 7) 
—SON —12) —5CN — 150 TF SCN — 222 o- S (On — 26) 
—SON —35) —S5€ON — 40) 0. 


EKARP AEE MS SMS OMS HM, E 
县 用 上 了 广 文 五 边 形 数 . 但 需 对 此 公式 略 作 说 明 . FEBS 
的 数 是 非 负数 ,计算 就 可 以 继续 进行 下 去 . 另外 要 对 St0) 作 出 
解释 ,否则 它 是 无 意义 的 . 我 们 规定 S COO RESET IN. 例如 , 取 
N= 二 15, 于 是 就 有 ， 


S15)—S(14)—S(13+SC0+S(8) —5(32—5€0) — 0. 


15 的 除数 为 1;3;5115, 其 和 是 24. 14 的 除数 为 1;2;7;14; 其 各 
正巧 也 是 24. 类 似 地 做 下 去 ,可 以 算出 S032 14:500 —18; 
S(8)=1538(3)=4;S(0=15. FRA 24 一 24 一 14 十 18 十 15 一 
4 一 15 一 0， 

数 15 碰巧 是 个 五 边 形 数 ; 计 我 们 另外 换 一 个 不 是 五 边 形 数 
的 27 来 再 试 一 试 ,这 时 ,S00) 不 出 现 了 ; 


SO) — S(26) — $(25) + S(22) + S20) — 515) 
-— 5(12) + 515) + SCL) = 40 — 42 — 31 + 36 + 42 
— 24 — 28 -F 6 c- 1 
= 0. 
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一 般 总 是 认为 ,除数 之 和 与 五 边 形 数 是 南 辕 北 斩 , 片 无 关系 可 言 
的 . 这 个 会 式 的 出 现 真是 令 人 不 可 思议 . 
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列 希 ， 高 斯 对 于 平方 互 反 律 的 热情 洋溢 的 颁 醇 . 当然 这 些 都 是 
当之无愧 的 , 它 的 的 确 确 是 数论 定理 中 的 一 颗 珍 珠 . 

3-3; 8. bc fit , dump By iE f KR” Eod IL EA. 
M. Legendre) 明确 宣布 ,尽管 著名 的 欧 拉 在 多 年 以 前 已 对 这 种 
素数 所 具 的 性 质 作 过 介绍 . 但 是 勒 让 乱 本 人 无 力 对 此 提供 一 个 
无 蕊 可 击 的 证 明 ,这 种 事情 只 好 留 给 了 伟大 的 高 斯 去 做 . 高 斯 真 
是 名 不 虚 传 ,他 成 功 地 获得 了 该 定律 的 七 个 不 同 证 明 , 而 其 中 的 
第 一 个 证 法 是 季 年 仅 19 岁 时 取得 的 , 高 斯 的 成 就 无 疑 大 大 地 激 
励 了 后 人 ,其 他 研究 家 们 又 不 断 发 现 新 证 法 ,以 至 目前 二 次 互 反 
律 的 证 法 不 少 于 50 个 . 

根本 不 知道 欧 拉 与 勒 让 德 曾 作 过 研究 的 高 斯 纯粹 通过 观察 
而 发 现 了 这 一 定理 . 他 用 了 整整 一 年 光阴 来 证 明 它 . 季 说 ,“ 它 全 
年 都 在 折磨 着 我 ,尽管 我 竭尽 全 力 , 它 总 是 巧妙 地 躲 过 筷 捕 . 可 
是 ,最 后 我 还 是 得 到 了 它 的 证 明 , 这 已 写 在 《算术 专题 研究 ?的 第 
四 部 分 中 ”一 一 这 本 书 是 高 斯 的 巨著 . 

要 想 理 解 定理 的 文字 叙述 也 不 太 容易 ,在 此 之 前 ,我 们 先 得 
知道 一 点 有 关 二 次 剩余 一 一 平方 的 余数 一 一 的 知识 以 及 一 些 专 
用 记号 . 

如 果 我 对 你 说 ;“ 求 一 个 平方 数 , 当 用 11 去 除 它 时 ,会 得 出 
余数 2, "你 当然 充分 理解 我 的 意思 . 于 是 , 僵 从 垂 手 可 及 的 地 方 
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们 .你 心中 自 会 有 所 感觉 ,只 要 略 试 几 次 , 便 可 找到 答案 . 或 许 在 
你 的 书包 里 有 一 张 平方 数 表 ,可 以 一 下 子 就 试 除 前 20 个 或 诸如 
此 类 的 平方 数 , 结 果 却 十 分 惊讶 :竟然 没有 一 个 平方 数 能 留 下 余 
数 2 来 ! 一 般 人 的 想法 原 也 未 可 厚 非 , 因 为 人 们 会 * 直 觉 ” 地 感 
到 ,用 11 去 除 时 ,从 0 到 10 的 余数 都 可 能 出 现 . 然而 , 当 你 仔细 
察看 一 下 时 将 会 发 现 , 只 能 找到 0,1,3.4,5,9 等 余数 ,而 从 来 没 
有 2,6,7,8,10 这些 余 数 ， 

对 一 个 给 定 的 模 数 来 说 ,并 不 是 所 有 的 数 都 能 作为 平方 余 
数 的 ,用 11 做 模 数 就 可 志 用 来 说 明 这 一 事实 . 任 一 正 整 数 都 必 
然 是 下 列 形式 之 一 ;1iz,11z 十 ] ,11x 士 2,11x 十 3,11lz 圭 4,11x 
士 5, 因 而 其 平方 必 为 下 列 形式 之 一 :121z:,(121zr? 士 22r 十 1)， 
(121r? + 44r +4), CI21a* + 667 +9), C121 + 88x + 16), 
C1212? 110r 252, 这 些 表 达 式 对 模 11 来 说 , 同 余 于 0.1.4. 
3,5,3. 国 而 ,只 有 这 些 整数 才 是 模 11 的 平方 刺 余 ,而 2.6.7.8. 
10 是 一 个 平方 数 被 11 去 除 时 从 来 不 会 出 现 的 余数 ,它们 叫做 
模 11 的 乎 方 非 剩余 . 

* 82 给 出 了 从 3 到 29 的 一 切 奇 素数 的 平方 剩余 与 非 剩 
余 .应 当 指 出 ,对 任 一 又 数 来 说 ,平方 笠 余 与 非 剩 余 的 个 数 总 是 
相等 的 . 

如 果 存 在 一 平方 数 x. r =r(mod m), WER r 称 
Am 的 平方 剩余 ,但 当 m 为 合 数 时 ,与 它 不 互 质 的 平方 剩余 通 
常 是 要 排除 掉 的 ,因而 即使 9726 mod 15 成 立 ,6 仍然 不 认 
为 是 15 的 平方 剩余 . 为 了 简单 起 见 , 以 下 讨论 将 只 限于 奇 素 数 
B. 

在 解 二 次 同 余 式 (例如 2x 一 5x 三 ? mod 23) 或 说 明 二 次 同 
余 式 无 解 时 不 可 避免 地 要 用 到 平方 剩余 的 知识 . 平方 剩余 也 可 
氛 巧 妙 地 应 用 于 数 的 因子 分 解 ,本 书 第 21 章 将 加 以 阐述 . 其 实 ， 
在 讲 梅 桑 数 与 原 根 时 已 经 提 到 过 . 
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有 一 个 简单 方法 可 以 确定 数 > 是 不 是 素数 p 的 平方 剩余， 
Ert =+] mod p, 则 是 平方 剩余 ;车 +* 二 一 1, 则 它 
R37; 3ES8 S. 同 余数 右边 的 数 要 么 是 十 1 ,要么 是 一 1, 决 不 能 
是 其 他 整数 ,因而 + 是 不 是 p 的 平方 剩余 ,只 要 看 一 看 就 模 记 而 
Bor? 0 究竟 是 同 余 于 十 1 还 是 一 1. EST S lp RA 
ARR +1 或 一 1) 是 一 个 极其 简洁 的 记号 , 它 表 明了 r oT R 
数 户 的 "平方 性 态 ” 在 rr 一 2 产 一 11 时 ,2 = 2 
=—1 mod 11, EA 2 Æ 11 FAIRA BD (21 110 — — 1, (H 
X] r—33€i.35—2432:-F1 mod 11, 因 此 3 是 一 个 平方 剩余 ， 
于 是 531117? 一 十 1. 

容易 证 明 这 一 测试 的 正确 性 , 因 车 + 是 gp 的 一 个 平方 剩 
余 . 则 必 意 昧 着 存在 一 个 平方 数 n (BR XE X mod p 
Fk, Sr. HE IHE [8] ae 3X B P334 BB d FEB Co — 10/2 IKE. de AT BD 
8: 


- — Di o 一 
FP wee Ct yh m gèl, 


由 费 马 定理 ,zx*' 必 定 是 关于 模 户 同 余 于 1 的 . 

这 一 测试 虽然 是 结论 性 的 ,但 当 模 与 剩余 很 大 时 ,计算 量 相 
当 大 ,因而 人 们 还 需要 更 切合 实用 的 办 法 . 高 斯 的 黄金 定律 ,也 
就 是 二 次 互 反 律 便 是 这 样 一 种 测试 法 ; 它 使 人 们 有 可 能 确定 一 
PHARM p 是 否 另 一 个 奇 素数 g 的 平方 剩余 ,所 采用 的 办 法 竞 
是 反 其 道 而 行 之 , 先 确 定 4 是 不 是 请 的 平方 剩余 定理 断言 
ID= (91p) ,除非 p,q9 都 是 4r 一 1 形式 的 素数 ,在 那 种 情况 
王将 有 (plg)= 一 他 1p), 例如 ,要 想 知 道 3 对 素数 13 的 平方 性 
态 ,由 于 3 与 13 并非 都 是 47 一 1 形式 的 素数 , 故 有 (3113) 一 (13 
|30. 由 于 记号 (1313) 实 际 上 是 同 余 式 ^13 mod 3 的 一 种 浓 
缩写 法 ,而 后 者 在 去 掉 3 的 倍数 后 ,可 简化 为 x: 寺 1 mod 3, 因 
此 ,(1313) 与 (113) 是 一 样 的 . 但 基 1 是 13 的 平方 剩余 ,从 而 (13 
13) 一 十 1, 于 是 (3113)= 1, LIUC 3 BIH FARR. E ES 
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上 确 有 4-3 mod 13. 

再 试 一 次 ,由 于 29 5j 1193 都 是 4zr 十 1 形式 ,于 是 得 出 (29| 
1193) — (1193|29) 一 (4129)( 此 步 是 从 1193 PRET 29 B fi 
数 ), 显然 (4129) 二 十 1, 因 为 4 本 身 就 是 一 个 用 29 去 除 它 时 余 
数 为 4 的 平方 数 ,于 是 (2911193)7? 一 十 1, 但 是 真 要 拷 出 一 个 平方 
BA 1193 去 除 它 时 留 下 余数 29 却 要 困难 得 多 ,让 我 们 留 
到 以 后 去 说 . 读者 们 自己 能 找 出 它 吗 ? T 

两 个 剩余 之 积 或 两 个 非 剩 余 立 积 是 一 个 剩余 (当然 是 对 同 
样 的 模 来 说 ); 一 个 剩余 与 一 个 非 剩 余 之 积 是 一 个 非 剩 余 . 例如 ， 
X GOlp—cribGlp——lGlip-—il.dljOsip)-——1.GC| 
户 二 十 1 3. iE PG= tl, Cs1p) 二 一 1, 则 有 
ri 1 一 ] mod p, M 同 余 式 的 性 质 , 当 然 就 有 
(r;) 9777 z:—1 mod p, SR, 

我 们 可 把 它 应 用 于 二 次 互 反 律 的 另 一 例子 . 正 整 数 19 与 
31 都 是 47 一 1 ERA RM FE 0913) — — (1 [190 = - (21 
19. (B — (1219) nT ig 3 


— (3119 4[19 =— (34199 * (+1), 


因 4 是 一 个 平方 数 , 故 可 作 这 样 的 简化 . 再 继续 做 下 去 ,一 (3 
19) 一 一 一 (1913? 一 十 (113? 一 十 1 因此 19 是 31 的 平方 剩余 . 
此 时 ,一眼 即 可 看 出 平方 数 81 就 是 解 ,但 当然 这 只 是 碰巧 .上 述 
内 容 仅 不 过 是 一 种 测试 ,而 不 是 求解 的 办 法 

在 特定 捕 况 下 求 (p19) 值 当然 也 不 错 ,但 比 它 更 有 趣 、 更 具 
有 普 裔 意义 的 是 找 出 一 大 类 案 数 而 能 使 一 个 给 定 整 数 恒 为 平方 
剩余 . 例如 ,对 4z 十 1 形式 的 任 一 素数 ,一 1 恒 为 平方 剩余 ;对 
8z 十 1 或 8x 一 1 形式 的 任 一 索 数 ,2 恒 为 平方 剩余 . 这 两 条 规则 
与 二 次 互 反 律 可 以 巧妙 地 表达 如 下 : 
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数学 表达 式 € x 
(a)t—1lp*-(—1xY^ "7 一 1 是 形式 为 4rz 十 的 一 切 
素数 p 的 平方 剩余 ,再 无 其 
他 . 
(hy<c2tpy=(— 1) v» 素数 2 是 形 为 8r 士 1 的 一 切 
素数 pH PHAR. BATH 
ftt. 


Opa pD — C7 Din Un BR pop S o 的 平方 性 态 
与 9 tt p 的 平方 性 态 相 同 或 
相反 ,这 要 看 p,q 中 至 少 有 
一 个 ,或 全 然 没 有 4x 十 1 形 
式 的 素数 而 定 ， 
设 我 们 要 找 出 10 是 平方 剩余 的 一 类 素数 所 应 有 的 形式 , 由 
FCIO p= pslp)>. Bly Re 2 pHs] poMB+1 或 
都 是 一 1, 则 10 是 请 的 平方 剩余 . 先 假定 两 者 都 为 十 1. 由 上 述 的 
Cb BM. p= Seb lM THE O=+1 HFS 是 
4x +1 形 的 素数 ,于 是 (51p) 一 《p15). 但 5 的 平方 剩余 是 1 与 
一 1; 因 此 p HEA 5yd 1. 要 想 辣 时 兼 有 8x1 与 5? 士 1， 
T E 户 必 为 A0rll3xX40rd9 中 之 一 ,从 而 可 知 10 是 这 四 类 
形式 的 素数 的 平方 剩余 ,例如 41,79,89,31， 
再 来 看 (21p) 二 一 1 与 (51p) 二 一 1 的 情况 , 若 户 为 8z 士 3 
的 形式 , 则 第 一 式 肯 定 成 立 , 由 于 (51p) 二 (p15) 二 一 1], 第 二 式 
对 p—5y4-2 是 成 立 的 ,这 是 由 于 5 的 平方 非 剩余 是 2,3, 也 就 
是 士 2 2M. 要 使 p MMA 8zr 士 3 5 5yc2.Wb p VAR 
40zr 士 3 或 40z 士 13 的 形式 . 
综 上 可 知 , 对 下 列 从 种 形式 :40r 士 1],40z 士 3,40r 士 9,40z 
+13 的 一 切 素数 ,10 都 是 平方 剩余 ， 
第 11 章 中 ,寻找 10 — 1 (2 是 一 个 素数 ) 形 式 的 数 的 因子 时 
是 利用 了 这 个 事实 的 . 对 上 述 八 种 形式 的 p, 我 们 已 有 关系 式 
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10°") =] mod p, 
因而 如 果 (p 一 1)/2 t. f& —1- XX c x BLU 100 —1 将 能 被 p B 


除 . MIX p 40x 1,402 +3,407—-13 是 成 立 的 ,其 他 情 
况 下 (p 一 1)/2 都 是 合 数 , 由 此 而 得 : 


]0?"7! = ] mod 407 — 1, 
10tl = 1 mod 40r + 3, 
10777' =} mod 40x — 13. 


在 rz=2 时 ,有 20r 十 1=4i,40zr 士 3 一 83, 两 者 都 是 案 数 , 由 
此 可 知 10" 221 mod 83. 

二 次 互 反 律 的 证 明 对 我 们 来 说 县 术 深 奥 了 一 点 ,但 它 实 在 
EHET A EG SE CRI FUE HH S 2 SR E I Re pr SL. 至 
于 定理 的 完全 证 明 ,请 读者 自己 去 参看 一 本 现代 的 数论 教科 书 . 

1. 若 整数 m 不 能 被 素数 p 整除 , 取 m 的 倍数 1m 23m， 
LG 7 0D/2]m, 如果 在 这 些 数 的 关于 模 户 的 最 小 正 镁 余数 


中 ,超过 作 的 个 数 是 偶数 , 则 m 是 p 的 平方 剩余 ; 若 超过 所 的 个 
数 为 奇数 , 则 m 是 p ATE TEM. 这 一 事实 ,通常 称 为 高 斯 引 
理 , 若 -为 这 种 正 剩余 的 个 数 , 则 我 们 可 以 把 上 述 引 理 简洁 地 记 
An | p) C-1Y. 
fe. FR p—13,m—3, 8 Co — 10/226, REH H m 的 六 个 

倍数 ， 

8. 6, 9, 12, 15, 18. 
这 些 倍数 对 模 13 的 最 小 正 剩余 为 : 

3, 6, 9, 12, 2, 5, 


其 中 有 两 个 数 9 与 12 GET E. EOS 2 是 一 个 偶数 ,所 以 整数 
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m=3 是 13 的 一 个 乎 方 剩余 . 如 果 有 五 个 剩余 数 超过 所 的 话 , 刚 
因 5 是 个 奇数 ,于 是 m 就 将 是 一 个 平方 非 剩余 了 . 
2. 由 上 述 性 质 可 知 .车 pao 是 两 个 素数 ,r, 分 别 为 19,29， 
e [cp D]e WR 15.25.35. [Q4 — D/2]p 对 机 


MIRA Tat e c an 
《办 [gt 站) = €— 1¥C-—1¥ = (~ 0. 


3. (4 p,q 都 是 4r 一 1 形式 的 素数 时 ,和 数 ets 才能 为 
冀 数 ,只 有 在 此 种 情况 下 cpig}ylg1p)== 一 1, tL BE] He Hb s i 
说 过 的 二 次 互 反 律 , 第 三 步 的 证 明 是 连 高 斯 也 感到 很 头痛 的 ， 

康 根 的 一 项 有 趣 性 质 也 进入 了 平方 剩余 领域 . 任何 原 根 的 
BRKERER 的 平方 剩余 ,而 奇数 次 填 是 平方 非 剩 余 , 例 
如 ,2 是 13 的 原 根 ,于 是 22, 2", 2°. 2°, 275,27 4 SB F 4,3， 
12.,9.10,1, Ef) Be 13 的 平方 剩余 . 5% —FA i, 2',2°,2°,27, 
2*.2" Wj 4) STR] AF 2,8,6,11,5,7, 它 们 都 是 13 的 平方 非 剩 
余 . 

当 一 数 己 被 确定 为 某 个 给 定 素 数 的 平方 剩余 之 后 ,真正 要 
具体 找 出 剩余 为 该 已 知 数 的 平方 数 是 频 为 困难 的 . 下 面 的 一 一 些 
规则 可 适用 于 若干 特例 ， 

1. x 三 一 ] mod p-—4s-F 1 的 解 是 


cette — D/2]!. 
2. x: 二 a mod p=4n+3 的 解 是 
x=+ a"! 


3. 3724 mod p=8n +5 的 解 是 


一 246 一 


第 19 章 黄金 定理 


rcm4[GaYt!]2. 


4. r'za mod p=8n4+1: 

除非 a= 土 2 否则 无 解 ， 

31440—4-2Bf.372 4:2 mod p82a41 的 解 是 

r= g tg” mod p, 
这 里 ,g 是 p 的 一 个 原 根 ， 

解 二 次 同 余 式 的 一 个 巧妙 而 实用 的 办 法 是 利用 排除 法 , 求 
解 二 次 后 余 式 r =b mod 当然 等 价 于 解 方程 ;x' 二 5 十 py. B 
要 找 出 p HTM 加 ,使 它 加 译名 之 后 得 出 一 个 平方 数 . 即 
WEIHE SRAY 6.2 值 ,下 进行 试验 的 y 值 也 可 以 作出 限制 ,以 便 
做 到 只 要 通过 少量 试验 即 可 求 出 解 来 , 如 果 上 述 方程 联系 到 一 
个 较 小 的 模 数 五 , 则 并 非 所 有 的 y 值 都 能 使 5 十 py( 也 就 是 x?) 
成 为 E 的 平方 剩余 (由 于 zx? 是 个 平方 数 ,这 意味 着 上 十 加 必须 
为 平方 剩余 ). 于 是 y 的 这 些 值 邑 可 排除 . 

设 我 们 要 解 二 次 同 余 式 zx: 二 33 mod 97 或 与 之 等 价 的 方程 
837-97 y — x* ;当然 第 一 步 先 要 用 二 次 互 反 律 进行 测试 ,得 到 正 
面 结 果 后 再 进行 . 第 二 步 , 取 任意 模 数 5, 于 是 方程 的 左边 成 为 3 
-F2y. 对 模 5 来 说 ,y 可 以 是 0,1,2,3,4+ 而 3 十 2y 将 会 同 余 于 
3.,0.2,4,1. 但 要 使 b+ by 是 个 平方 数 , 它 必须 同 余 于 5 的 一 个 
EFT Re AD 0,1 或 4: 因此 ,使 3 十 2y 等 于 2 或 3 的 那些 y 值 
就 必须 排除 , 从 而 v 只 能 按 模 5 同 余 于 1,3,4, 所 以 具有 5x 或 
5z 十 2 形式 的 那些 y 值 就 不 必 试 了 . 类 似 地 ,对 所 取 的 很 小 模 数 
7 来 说 ,> 只 能 取 7* 十 1,7* 十 3,7< 十 4 或 7z 十 5 等 形式 ;而 7, 
7z4-2.7z 4-6 等 必须 排除 , 还 可 以 用 类 似 办 法 取 8,9,11,13 等 
数 ( 索 数 或 案 数 之 害 ), 并 从 中 排除 掉 一 些 不 可 能 的 形式 ,但 对 如 
此 小 的 模 数 97 来 说 ,用 5 与 7 作为 排除 元 已 经 足以 限制 》 T. 
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另外 .超过 所 的 » 值 根本 用 不 着 试 .因为 如 果 方 程 的 解 是 
pp 一 + 也 必定 是 解 Cr: HRER B Ae Lea). Ae e aX 
pooh FE, PE a? Rip ol RFS). 因而 py 必 小 于 
PP/4, 即 y 小 于 关于 是 ,我 们 可 以 列 出 一 张 连续 正 整 数 表 格 ， 
从 1 开始 ,不 超过 24, 并 删 罩 其 中 Sz 或 5 十 2 形式 的 数 , 留 下 
1,6,11,16,21,3.8,13,18,23,4,9,1d4,19,.24. 从 这 些 数值 中 继 
EM dB. 7z,7z 十 2 与 ?< 十 6 形式 者 ,最 后 留 下 1,314:8,11.,18， 
19.24. 略为 试 一 下 ,其 中 的 第 二 个 数 就 给 出 了 方程 的 一 个 解答 ， 
因为 33 十 97 * 325 324—18'. 第 二 个 解 是 97—18— 79. 

由 较 小 模 数 产生 的 排除 元 表格 已 经 造 了 出 来 ,通过 这 种 表 
格 , 人 们 已 能 很 快 解 出 较 大 模 数 的 二 次 同 余 式 . 对 上 例 来 说 , 排 
除法 看 来 似乎 并 不 是 很 有 效 的 ,但 如 果 要 去 解 本 章 以 前 曾 提 到 
过 的 二 次 同 余 式 r =29 mod 1193, 若 利用 5,7,8,9,11,13 fF 
为 排除 元 , 则 待 试 的 y 值 即 可 从 298 个 减少 到 4 个 ,为 了 进一步 
削减 工作 量 , 人 们 可 以 购 入 或 自制 一 套 模 板 , 这 种 套 土 ,在 指定 
间距 处 就 不 同 模 数 詹 刻 了 一 些 洞 孔 . 把 模板 蕉 合 起 来 时 ,有 的 洞 
孔 会 重合 ,这 就 是 几 种 形式 同时 可 以 成 立 的 数字 , 利用 数字 计算 
机 , 数 以 百 万 计 的 数 可 以 迅速 地 得 到 检验 而 无 需 人 的 参 预 . 

对 一 个 给 定 的 模 数 , 人 们 常常 需要 知道 它 的 一 些 较 小 的 平 
方 剩余 数 , 在 把 横 分 解 成 因子 或 者 确定 模 是 素数 时 ,这 种 平方 剩 
余 能 起 相当 作用 . 本 书 第 21 章 将 讨论 这 种 分 解法 ,这 里 想 讲 一 
讲 怎样 才能 求 出 较 小 平方 剩余 的 办 法 .这 种 方法 相当 巧妙 并 且 
也 容易 理解 . 设想 我 们 要 求 出 数 N= 二 135287 的 五 个 平方 剩余 ， 
其 中 的 每 一 个 都 小 于 250. 首先 可 找到 一 个 较 N 略 大 一 些 的 最 
小 平方 数 ,对 本 例 来 说 是 368 = 135424. FRA n —N—137. 
由 于 3687 BELA 135287 留 下 了 这 个 剩余 . 故 知 137 是 135287 的 
一 个 平方 剩余 . 用 类 似 办 法 可 求 出 369.370 等 数 的 平方 剩余 
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数 , 实 际 上 ,不 需要 用 减法 去 做 ,而 只 要 在 第 一 个 剩余 数 上 加 


2 十 1 ;以 后 每 个 加 数 再 递 加 2 就 行 了 . 其 结果 如 表 83 所 示 . 

类 但 地 可 求 得 负 剩 余数 ,只 要 我 们 愿意 , 表 可 以 造 得 很 长 ， 
但 由 于 只 要 求 出 小 于 250 的 五 个 剩余 数 ,所 以 不 需要 把 表格 造 
得 很 长 . 当然 ,在 剩余 数列 中 的 每 个 数 都 是 一 个 平方 剩余 ,而 问 
题 是 要 求 出 在 设 定 上 限 250 以 干 的 剩余 数 . 在 表格 中 .小 于 这 个 
上 限 的 ,只 有 250 一 数 , 但 是 ,人 们 省 悟 到 , 若 一 个 剩余 数 中 含有 
平方 数 因 子 , 则 庐 因子 可 以 忽略 不 计 , 而 所 剩 者 仍然 是 平方 剩 
余 , 这 是 由 于 ,平方 数 对 任何 模 的 平方 性 态 总 是 十 1, Dm. mU 
一 个 剩余 数 R=a b 有 关 的 模 是 NMAC Ae’? | NIN) = 
+16|NI= GIN). MAX —38 9| ge 1 80 — 11 与 一 47 也 是 
平方 剩余 . 如 把 规则 推广 , 则 可 得 出 :平方 剩余 的 乘积 仍然 是 平 
方 剩余 ,通过 明智 结合 ,我们 即 有 可 能 去 掉 平 方 因子 . 例如 ,可 结 
合 11*107 5 — 11. BH gE (8: —107 是 于 求 的 一 个 平方 剩余 ,而 
2*19*23 与 一 2。13。23 的 结合 则 可 得 到 一 13，19 一 一 247， 
其 绝对 值 刚刚 位 于 上 限 以 下 不 远 . 到 此 地 步 , 要 求 的 五 个 平方 剩 
余 已 经 统统 有 了 . 如 果 想 求 出 250 以 下 的 为 数 更 多 的 平方 剩余 ， 
那 就 有 必要 扩充 这 张 表格 . 


HRR 剩余 的 因 MRR ”剩余 的 因 
= 一 NN FAR | ” =r 一 N FAM 
368 137 137 367 — 598 —2*13*23 
369 874 2*19-23 366 一 1331 —11+ (1159 
370 1813 1613 365 — 2062 —2 * 1031 
$371 2354 11*107 364 — 2791 — 2791 
372 3097 19 * 163 | 363 —3518 —2*1759 
373 3842 2*17*113 362 —4243 —4243 
374 4589 13 + 353 361 — 4966 —2*13*191 
375 5338 2e17+157 360 — 5687 —47 * (11°) 


3 83 N—135287 HF WW 


dido EXER B.C] AA BUS Se 8 H8 BP Zr TER 
感 兴趣 ;因此 需 对 剩余 列 中 的 数 一 一 进行 检查 ,除非 人 们 已 经 知 
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道 模 是 一 个 素数 . 至 于 要 确定 两 数 是 否 互 质 , 怎样 求 其 最 大 公约 
数 等 内 容 , 一 般 的 算术 或 代数 教科 书 中 都 能 查 到 . 如 果 这 一 最 大 
公约 数 等 于 1, 两 数 当 然 是 互 质 的 . 

从 以 上 所 述 的 肉 容 ,人 们 坦 许 会 猜想 ,在 一 串 烤 字 中 ,平方 
剩余 与 平方 非 剩余 的 个 数 是 平分 秋色 的 ,但 若 衬 是 4r 一 1 形式 
的 素数 , 则 在 一 串 数 字 12:3. (p — 10/2 中 ,平方 剩余 的 个 
数 要 多 于 平方 非 剩余 的 个 孝 . 例如 , 若 6—19, 0] 1,2.3.4,5.6. 
7,8,9 中 有 六 个 平方 剩余 数 :1,4,5,6,.7,9. 
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要 想 编织 数论 的 这 件 华 服 ,无 所 不 在 的 素数 是 织物 的 主要 
经 纬 .几乎 任何 一 项 研究 里 头 都 有 它 ; 它 是 我 们 这 栋 数 之 大 厦 的 
基本 建筑 材料 . 从 卑微 的 25 唯 一 的 偶 素 数 ) 与 1( 最 小 的 奇 素 
SOO CARA EARS Me RAPE it 
可 施 . JL3P CE ESS i 10” — 1/9 以 及 一 度 曾 经 举世 无 
匹 的 ,39 位 的 数字 27 一 1 MERA. RH OA 
PARP EL, 最 终 都 被 证 明 为 素数 . 然而 ,目前 无 人 能 说 出 什么 数 
是 已 知 的 最 大 素数 ,天 为 一 夜 之 间 可 能 就 会 发 现 一 个 更 大 者 . 截 
至 本 书 执笔 时 止 ; 作 者 所 知 的 最 大 素数 为 2 一 1, 这 一 率 数 有 
3376 fir. 美国 仇 利 诺 大 学 的 伊里 亚 克 工 型 数字 计算 机 需要 花费 
135 分 钟 ,进行 12 亿 2500 万 次 加 法 与 乘法 运算 来 证 明 此 数 是 
一 个 率 数 ;如 果 用 手 算 , 则 需要 125 个 人 在 一 起 干 上 一 千年 . 狐 

B Bi STE E SEEM P x AS MREEDRSEEA PF 
况 有 哪些 最 终 纳 入 我 们 的 认识 世界 ,判定 其 为 案 数 或 合 数 ? 在 那 
Hp dl — & S E OK (107 —15/9 到 510 一 1)79, 即 分 别 由 37 个 
145g 97 个 1 所 构成 的 数 ? 所 构成 的 崇 山 屿 岭 中 ,10 的 指数 为 
47:59,67,71:73,83 与 89 的 群 峰 , 它 们 的 情况 究竟 如 何 ? BR 


O 请 参见 第 98 页 的 注 . 一 一 译 者 注 . 
& 目前 已 发 现 的 最 大 素数 为 259254 一 1, 其 十 进 形式 有 0 万 位 , 它 是 1996 年 
11 月 发 现 的 , 一 一 译 者 注 . 
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数 的 等 指数 比 100 DEAS TA ASE RR? 

PEP E89 Ra RRT 05.  —- ELE STE MURB B3" fE SI 
之 民 ”, 所 有 想 把 它们 分 类 整理 的 一 切 企 图 都 失败 了 . 人 们 徒劳 
无 功 地 注视 着 案 数 表 . 查 从 中 找 出 第 个 素数 与 其 数值 之 间 的 
某 种 关系 , 即 素数 序列 的 规律 . 然 南 一 次 又 一 次 地 遭 到 挫折 , 上 
一 世纪 ,一些 伟 大 数学 家 指挥 了 数学 解析 的 重 武器 来 对 付 这 些 
难以 攻破 的 眉 固 俐 又 ,把 以 前 只 是 在 连续 领域 中 应 用 的 方法 引 
入 离散 领域 .有 时 也 显示 出 一 些 惊 人 成 果 . 例如 .导出 了 一 个 近 
似 公 式 , 它 能 给 出 存 一 个 区 间 内 的 素数 个 数 , 其 准确 程度 令 人 天 
目 相 看 , 尽管 如 此 , 提 弄 人 的 是 , 随 着 范围 的 扩展 ,准确 度 却 并 不 
基 越 来 越 好 (这 种 情况 在 其 他 场合 经 常 是 对 的 ), 而 是 以 随机 方 
式 振荡 .完全 无 法 作出 预测 . 

数 越 变 越 大 时 ,它们 上 有 具有 除数 的 概率 也 随 之 增 太 ,人 们 难 
免 设 想 存 在 一 个 极限 , ~: 旦 逾越 了 这 个 极限 ,任何 正 整 数 将 不 
可 能 是 素数 . 但 是 , 欧 儿 里 得 早 就 用 一 种 极其 初等 的 办 法 证 明 
类 数 是 无 限 多 的 . 由 于 其 简洁 性 ,这 个 证 法 几乎 永远 各 持 其 鬼 
力 . 

设想 素数 的 个 数 并 非 无 穷 多 ,而 p 是 最 大 的 素数 . 令 N= 
2.3*5*7"…" 户 为 从 2 至 户 并 保持 其 自然 顺序 的 一 切 素数 
的 乘积 ,w 当然 能 被 从 2 到 请 的 任何 一 个 素数 整除 , 然而 六 十 1 
却 不 能 被 任何 一 个 素数 路 尽 . 因 为 用 人 尾 一 个 素数 去 除 NN 十 1 时 ， 
总 会 留 下 余数 1. 因而 ,只 能 存在 以 下 两 种 可 能 性 之 一 : 

|. N 十 1, 如 果 是 -- 个 合 数 的 话 , 则 它 能 被 一 个 大 于 p HR 
数 整除 ; 

2, N+1 不 能 被 任何 小 于 其 本 身 的 数 整 除 . 换 言 之 ,六 十 1 
fe TA. 
在 后 一 种 情况 . 比 大 得 多 的 数 N 十 1 将 是 个 素数 ;而 在 前 一 种 
情况 ,NT 的 -个 素 因 子 将 大 于 p. 不 论 何 者 ,这 都 意味 着 存在 
一 个 比 p 更 大 的 案 数 ,这 就 引出 了 矛盾 ,于 是 欧 几 里 得 用 反 证 

一 252 一 


Rn $9*XxX 


法 证 明了 根本 不 存在 一 个 最 大 的 素数 p. 

一 位 希腊 早期 学 背 埃 拉 多 塞 尼 (Eratosthenes) 发 明了 一 种 
极 简 单 的 办 法 用 以 找 出 并 列举 素数 . 按 自然 顺序 守 下 所 有 的 正 
ME XE. 从 2 开始 ,每 次 划 掉 相继 两 数 中 的 第 二 个 数 ,但 需 将 最 初 
的 2 保留 干 来 .这 样 继续 进行 下 去 ,随便 怎么 长 都 行 . 再 从 3 开 
始 ,. 每 逢 第 三 个 数 就 把 它 划 掉 , 但 3 本身 要 保留 . 然后 又 重头 做 
起 ,从 3 后 面 第 一 个 没有 划 掉 的 数 5 开始 ,每 数 到 第 五 个 数 就 划 
去 . 接着 ,又 从 下 一 个 未 划 掉 的 数 7 开始 ,每 数 到 第 七 个 数 就 把 
它 划 去 ,…… 依 此 类 推 ,不 论 已 划 去 或 没有 划 去 ,点 数 时 都 得 考 
BE. 这 样 做 过 以 后 .未 划 掉 的 数 就 是 素数 : 


1.2,3.K.5. 4.2 ,0 IG ,11117713 下,17， 
Jf 19 ZB Z1 22.23 2k 2B 


土 图 表明 不 超过 25 的 票数 表 是 怎样 通过 此 种 方法 造 出 来 
的 ， 

也 可 以 设想 有 一 条 长 长 的 纸 带 ,上 面 按 自然 顺序 打印 着 一 
切 正 整数 . 它 经 过 一 台 打 印 宙 ,对 纸 带 上 在 2 以 后 的 数目 ,每 数 
到 第 二 个 数 就 把 它 穿孔 :…… 纸 带 又 经 过 另 一 台 打印 机 ,把 3 后 
面 的 数 ,每 数 到 第 三 个 就 穿孔 :…… 这 样 依 此 类 推 ,结果 留 下 来 
没有 穿 过 和 孔 的 数 便 能 组 成 一 张 素数 表 . 

3€ 84 列 出 了 从 1 到 55079 的 前 5600 FRM. CHAGR 
的 1~ 10000000 之 间 的 素数 表 . 

花费 在 素数 表 上 的 劳动 称 得 上 是 奇迹 ,这 种 努力 是 为 自己 ， 
丝毫 也 没有 受到 物欲 的 污染 ,以致 人 们 在 阅读 这 类 表格 时 ,不免 
FAG AU. LE. KER NEIS E 
里 表达 了 这 种 感情 , 正 是 它 鼓舞 作者 付出 了 如 此 艰巨 的 劳动 . 它 
( 指 素数 表 )"* 完 全 符合 了 造 表 者 的 强烈 自信 心 :每 个 人 都 应 当 在 
其 -- 生 的 某 个 时 期 干 出 -一些 重大 的 业绩 ,这 些 工作 除了 能 和 使 他 
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自我 满意 之 外 , 根 不 可 能 会 因此 而 获得 任何 酬 报 .” 

有 关 纪 录 可 以 追溯 到 公元 1202 年 , 那 时 有 个 名 叫 李 奥 那 
E- RRB (Leonardo Pisano? & A 3& TA 11 到 97 的 素数 
表 , 还 编 出 一 张 12 到 100 的 合 数 表 . 1603 年 .彼得 罗 。 卡 塔 尔 
if (Pietro Cataldi) Fl 4i —3K 800 以 下 的 因数 表 , 以 及 750 以 下 
的 素数 清单 , 计算 家 们 接 蚂 而 起 ,把 上 限 不 断 向 前 推进 , 在 表 85 
中 ,我 们 给 出 了 一 些 重要 计算 家 的 姓氏 以 及 他 们 的 计算 范围 . 


上 限 
编造 者 年 代 因数 表 RRR 
L. Pisano 1202 100 97 
F. Cataldi 1603 800 750 
F. van Schooten 1657 10600 
]. H. Rahn 1658 24000 
T. Brancker 1668 100000 
J. G. Kruger 1746 100599 
J. H. Lambert 1770 102000 
A. F. Marci 1772 400000 
A. Felkel 1776 408000 l 
A. Felkel 1785 2856000 
L. Chernac 1811 . 1020000 
J. C. Burckhardt 1814 1000000 Æ 2000000 
J. C. Burckhardt 1816 2000000 至 3000000 
J. C. Burckhardt 1817 13 1000000 
Z. Dase 1862 7000000 至 8000000 
Z. Dase 与 
H. Rosenberg 1863 8000000 至 2000000 
J. P. Kulik 1867 1 # 190000000 
J. Glaisher 1879 3000000 Æ 4000000 
J. Glaisher 1880 4000000 Æ 5000000 
J. Glaisher 1883 5000000 至 6000000 
D. N. Lehmer 1909 1 Æ 10000000 
D. N. Lehmer 1914 1 &10000000 


Rss URURSREKRUN 


BEL XH di £5 At, ATES ERAUR, E 
这 样 一 个 战乱 频仍 , 动 蕊 不 安 的 世界 里 ,心甘情愿 地 消 麻 一 生 
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的 大 部 分 时 光 从 事 于 这 样 一 种 工作 的 人 ,他 们 一 定 发 现 了 导 
致 内 心平 静安 乐 的 秘密 ,这 是 所 有 的 人 都 在 追求 而 急功近利 
之 逢 从 来 未 能 得 到 的 东西 , 在 这 些 工作 中 也 显示 了 造 表 者 的 希 
望 与 随 之 而 起 的 生活 中 的 挫折 与 不 幸 . 例如 ,安东尼 奥 ， 斐 凯 尔 
(Antonio Felkel). {thf 1776 年 完成 了 2000000 以 下 ,一 切 自然 
数 分 解 为 质 因数 的 工作 . 旋 于 408000 的 表 的 第 一 部 分 找 不 到 买 
主 , 队 了 少数 儿 本 幸免 后 运 外 ,全 部 印 出 来 的 书 都 被 低 价 擂 售 ， 
在 土耳其 战争 中 买 了 军火 ! 维也纳 的 皇家 金库 曾经 资助 过 书 的 
编 印 ,获得 并 保存 了 作者 的 大 部 分 手稿 ,可 是 后 来 斐 凯 尔 未 能 收 
回 其 手稿 ,他 只 好 把 408000 到 2856000 的 数 的 因子 重新 再 计算 
— ii! 

RF RK fo AHS ambert) 88 VERE Heth 1000000 以 下 自然 
数 因子 表 的 人 定 可 获得 不 朽 美 名 . 兴 登 堡 (C,F, Hindenburg) th, 
是 促进 者 之 一 ,在 他 手 里 完成 了 这 一 表格 . Ee SP Ourck- 
hardt) , f 3E Sk (Glaisher) . faf 3r sE (Kulik Ul Be Re Ay A i 
(Dase) 干 了 最 主要 的 工作 ,. 正 是 在 他 们 努力 的 基础 上 编 出 了 现 
代 的 表格 . 对 美国 读者 来 说 ,伸手 可 及 的 是 D*N' SR ERSTE TR 
巨著 ¢ 首 批 一 于 万 数 的 因数 表 3 以 及 科 到 10006721 RHE) 

柯 立 克 的 重大 工作 ,一 干 万 个 数 的 因数 表 简 直 令 人 难以 想 
象 ,这 个 人 把 他 一 生 中 的 二 十 年 光阴 完全 扑 在 上 面 , 全 然 单 于 ， 
毫 无 帮助 . AERE D. N+ 雷 歌 的 4 因数 表 ? 的 引言 时 也 许 
能 和 分享 到 他 的 一 份 激动 心情 ,其 时 他 在 维也纳 皇家 学 院 里 仔细 
审阅 记载 着 宁 立 克成 果 的 八大 卷 手 稿 的 第 一 部 分 . 然而 ,也 许 是 
MMMM ORE MPRA RA RINT RMRA 
12642600 到 22852800 的 因数 分 解 的 表格 不 幸 丢 失 了 , 谁 应 对 
Wank: 是 敬 知 的 管理 人 ,漫不经心 的 女 清洁 工 ,还 是 鬼 头 鬼 脑 
的 学 生 ? 

存在 着 一 些 很 有 趣 的 公式 ,对 变量 的 许多 次 连续 取信 ,它们 
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Re os 


都 能 得 出 素数 ,然而 ,或 迟 或 早 , 总 是 要 得 出 合 数 的 . 劝告 学 生 们 
不 要 根据 普通 常识 (而 不 是 通过 数学 归纳 法 ) 仓 促 作 出 结论 的 一 
个 精采 例子 是 x 十 x 十 41 这 个 公式 . 当 了 从 0 取 到 39 时 ,这 个 
ZRA SE RE BE (8 HEC L (Bos x — 40 时 , 管 数 1681 AE GC 
40 个 连续 素数 以 及 其 后 出 现 的 不 规则 情况 令 人 注目 ,它们 理应 
在 此 享有 一 席 地 位 , 请 看 表 86. 


JT 十 Tf 十 41 FEM” x 十 十 41 tE” 


E 
6 41 P 27 797 P 
1 43 P 28 853 P 
2 47 P 29 811 P 
3 a3 P 39 971 P 
4 61 P 31 1033 P 
3 71 P 32 1097 P 
6 83 P 33 1163 P 
7 97 P 34 1231 P 
8 113 P 35 1301 P 
9 131 P 36 1373 P 

10 151 P 37 1447 P 

11 173 P 38 1523 P 

12 197 P 39 3601 P 

13 223 P 40 1681 C 

14 231 P 41 1763 c 

15 281 Pp 42 1847 P 

16 313 P 43 1933 P 

17 347 P 44 2021 C 

18 383 P 45 2111 P 

19 42l P 46 2203 P 

20 461 P 47 2297 P 

zl 503 P 48 2393 P 

22 9547 P 48 2491 c 

23 593 P 56 2591 P 

24 641 P 51 2693 P 

25 691 P 52 2797 P 

26 743 P 53 2903 P 


* PRERE CRRA 
so 得 出 案 数 的 公式 tet 4 
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E s+ +l 性 质 * x 3? rad 41 TERR * 
od 3011 P 78 6203 P 
53 3121 P 79 6361 P 
56 3233 C so 6521 P 
57 3347 P 81 6683 C 
58 3463 P 82 6847 C 
59 3581 P 83 7613 P 
60 3701 P $4 7181 C 
61 3823 P 85 7351 P 
62 3947 P 86 7523 P 
63 4073 P 87 7697 C 
64 4201 P 88 7873 P 
65 4331 C 89 8051 C 
66 1463 P 90 8231 P 
67 4997 P 91 8413 C 
68 4733 P 92 8597 P 
69 487] P $3 8783 P 
70 5011 P 984 8971 P 
71 5153 P 95 9181 P 
72 5297 P 96 93353 C 
73 5443 P 97 9547 P 
74 5581 P 98 9743 P 
75 5741 P 99 9941 P 
76 5803 C 100 10141 P 
7? 6047 P 


* PREKE CEAN. 
3 新 ”得 出 案 数 的 公式 十 x 十 机 { 续 ) 


这 个 公式 是 很 突出 的 ,作为 其 标志 的 是 下 列 事实 ,如 果 存 在 
善 另 一 整数 ,使 对 连续 5 一 1 个 工 值 ,公式 x 十 5 十 & 都 能 得 出 
素数 ; 则 4 必须 超过 1,250,000,000, 而 且 , 至 多 只 存在 这 样 一 
个 整数 ， 

从 一 40 取 到 一 1 时 ,同样 也 能 得 出 素数 ,但 仅 不 过 是 同样 
数 集 的 重复 ,位移 一 步 而 已 . 若 用 (x 一 40) 替 代 工 ; 则 我 们 得 出 公 
式 式 一 79t 十 1601; 它 所 产生 的 素数 仍旧 同上 面 一 样 ,但 是 80 
个 相继 出 现 的 素数 5 其 中 不 同 的 素数 只 有 40 个 ) 不 需要 依赖 于 

— 261 一 


[220] 


LESE. 


的 负数 值 了 . 

表 87 中 给 出 了 一 些 所 谓 的 素数 公式 以 及 变量 之 秆 小 于 
100 时 ,此 等 公式 得 不 出 素数 的 “失败 ”情况 . 可 以 看 到 ,在 任意 
指定 的 限制 数 100 以 内 ,公式 2? — 7920+ 1601 的 "效益 ”最 佳 ,只 
有 五 个 值得 出 合 数 ， 
使 f(x) 给 出 合 数 的 、 使 foomÀuet 


EAS € ) 
公式 fa 小 于 100 85 2 {8 的 .x 值 的 个 数 
1*-- 79x +1601 B0,81.,84,80,556 5 
x54-z4-41 40.41,44,49,56.65.76, 14 
81.82,84.87,89.91,96 
2x 4-29 29,30,32,35,39.44,50, 25 
574.,58,61,63,65,72,.74 
76.,54,87,88,89,91,92, 
94,95,97,99 
6x? +6x+31 29, 30, 31, 324, 36. 411. 44. 25 
51,55,58, 61, 62 64, 66. 
69.76,80,84,.86,87.88., 
92,93,97,99 
327+ 32+23 22,23,27.,30,38,43.44, 28 


45,46,49,51,55.56,59, 
62,66,68,69,70.78,85, 
87,88,89,91,92,95,96 


337 得 出 素数 的 公式 


这 种 类 型 的 其 他 公式 尚 有 ;十 x 十 17, 它 能 对 工 = 一 14， 
一 1]3,…: 十 10 给 出 素数 ;zx 一 29997z 十 2248541,; 它 能 对 工 从 
1460 到 1539 得 出 80 个 率 数 ‘包括 首尾 两 数 在 内 ); 较 简单 的 
么 式 则 有 tet) 与 zr: 十 x 十 17. 

SRI SAAR RA CH WM AR. 读 考 们 当 
能 回忆 得 起 ,在 一 个 等 差 数 列 中 ,相继 两 项 之 差 为 一 常数 . 表 88 
中 给 出 了 一 些 由 素数 形成 的 等 莽 数列 的 实例 ， 
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a {23} (3) (4? (55 (6) 
T 187 T 47 7l 199 
37 137 157 257 2381 409 
67 167 307 467 4691 618 
97 197 457 677 7001 828 
127 227 $07 887 9311 1038 
157 257 757 1097 11621 1249 
907 1307 11931 1459 

1669 

1879 

2089 


Es aR He HS 
* * * 


素数 甚至 可 以 是 回 文 数 ( 顺 读 与 倒 读 都 一 样 的 数 ?# 而 且 回 
文 素数 也 能 组 成 等 差 数 列 . 下 面 列 出 四 个 这 样 的 数列 ,而 每 个 等 
善 数列 都 由 四 个 回 文 素数 组 成 ;(13931,14741,15551,1636173 
(10301. 13331, 16361. 193912; (70607, 73637, 76667 , 79697); 
(94049. 94349, 94649, 949490. 它们 的 公差 分 别 为 810; 3030; 
3030;300. 

尽管 素数 的 个 数 无 限 , 人 们 却 能 在 正 整 数 的 自然 序列 中 轻 
而 易 举 地 找到 不 含 素数 的 任意 长 的 区 同 . X 1*2*3* n 
+ A 可 几 于 此 项 目的 ,wn 可 以 是 我 们 喜欢 取 的 和 任何 数值 , 营 其 
说 ,十 亿 . 当 4 相继 取 2,3,4,…,n 时 ,由 此 产生 的 999999999 
个 连续 正 整数 (这 些 数值 的 开路 先锋 是 1,000,000,000 ! +2) 
分 别 能 被 ?2,3,4,… + 整除 ,因而 在 此 区 间 中 根本 不 可 能 有 任何 
素数 , 当然 ,1,000,000,000 ! 十 4 是 相当 可 怕 的 数 集 ; 然 而 它们 
是 满足 条 件 的 ， 

ABs n= 二 7; 我 们 就 可 算出 wn! = 5040; m 5042, 5043, 
5044,5045,5046,5047 全 都 是 合 数 , 碰巧 5041 WETER, K 
于 5047 的 数 中 ,5048,5049,5050 也 全 是 合 数 ,但 它们 不 像 5042 
到 5047 六 个 整数 ,不 能 由 公式 得 出 ， 
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X 89 给 出 了 -些小 于 指定 上 照 的 罕 数 个 数 的 对 比 情况 . 共 
中 之 . -是 实际 清点 的 结果 , 另 一 是 前 面 曾经 提 到 过 的 近似 公式 . 


这 个 公式 记 为 | de. tous 的 对 数 积分 ", 或 者 叫做 *x 的 积分 
对 数 ", 并 简 记 为 Lico. 对 不 熟悉 积分 记号 的 读者 ,我 们 只 变 说 
一 下 .Litr) 近 似 地 等 于 级 数 

TD 

Lu T dury * das» * dez» 577 7 das» ] 
f) SADR GT Of. RER oe y» ARSE BK OAK. Inr 或 n 
BUR m BF Me 的 对 数 . 这 是 loge 或 log 的 现代 记号 . 切 
AE lnr 与 Liter SiR. 


区 局 ERMAN geg (^d E 
a OT PUN ° 2 Ine LiGz2-- N 
50000 5134 5167 33 
100000 9593 9630 37 
200000 17985 18036 51 
300000 25998 26087 89 
100000 33861 33923 62 
500000 41539 41666 67 
600000 49099 49173 74 
700000 56544 56645 10k 
800000 63952 64037 85 
900000 71275 71362 87 
1090000 78499 78628 129 
1500000 114156 114263 107 
2000000 148934 149055 121 
2500000 183073 183245 172 
3000000 216817 21697] 154 
4000000 283147 283352 205 
5000000 348514 348638 124 
6000000 412850 413077 227 
7000000 476649 476827 178 
80600000 539778 540000 222 
9000000 602490 602676 186 
10000000 664579 664918 339 
100000000 5761455 5762209 754 
1000000000 50847534 40849235 1701 


[223] * 39 指定 区 间 内 的 康 数 个 数 
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X 89 证 实 子 本章 开头 时 讲 过 的 一 句 话 ,准确 度 既 非 连续 不 
断 地 递增 , 亦 非 递减 ,而 是 在 杂乱 无 章 地 变动 . 从 表 中 可 以 看 到 C222) 
LiGOf XT 六 ,这 已 被 数 以 百 万 计 的 事例 所 证 实 . 然而 ,基于 
严格 证 明 而 非 来 自 经 验 归 纳 的 重要 性 再 度 在 此 表 显 出 强大 威 
Jj. 现 已 证 明 , 对 于 充分 大 的 x 秆 ,有 无限 多 次 可 使 Li(x}) 小 于 
.不 过 ,这 个 所 谓 “ 充 分 大 "的 x 值 . 远 远 超出 了 已 有 因数 分 解 
表 的 上 限 . 另外 , 仍然 还 是 有 无 限 多 个 实例 ,可 使 Li(z) 大 于 N. 

若 4 很 大 而 吉 较 小 ,另外 还 有 一 个 近似 公式 可 以 相当 准确 
地 得 出 A 到 A-- b 区 河内 的 素数 个 数 , 这 个 公式 是:N==6/nA. 
# A = 10000000,5 一 5000, 由 此 将 得 出 N = 5000/71n10 = 
(5000/7)log,,e = 310. 21. 实际 上 在 此 区 间 内 有 305 个 素数 . 

E + 2K (Meissel) 当真 地 计算 了 小 于 十 亿 的 素数 个 数 ， 
结果 共有 50847479 个 . 但 正确 答案 是 50847534. 


LES 
-240 -120 


-100 


100000 


20 素数 公式 的 偏 将 
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一 些 研 究 家 找到 了 凡 个 极为 巧妙 的 近似 公式 .图 20 的 曲线 
显示 了 这 于 9000000 为 止 的 结果 对 比 . x 90 则 给 出 这 些 公 式 


AY RAR A RR 
序号 发 现 者 近似 公式 
1 BIS E€orchebychef, Lic = l de 
m m » Ine 
2 勒 让 德 af nr— 1. 08366) 
3 SE (Riemann) Lico - SLi ET 
4 rf [i-i i] 
5 x/(Inz— 1? 
[224] Bo ON x d ENERO X 


在 1 到 9000000 之 间 , 黎 曼 近 似 公 式 的 那 条 曲线 磁 到 或 穿 
it 0 MERCEMEH MAD AL FT 19 次 . 

BAK SHAT. MAAE r BEHRESMRLKAR 
的 场合 . 一 些 概率 问题 星 头 不 时 出 现 这 个 常数 . 有 一 个 概率 趣 题 
说 ,如 果 有 两 个 人 ,各 自 随 便 写 出 一 个 正 整数 , 则 这 两 个 数 互 质 
的 概率 是 6/07. 若 两 个 人 各 自 随便 写 出 1000 个 数 ,再 算 一 下 这 
些 数 之 间 有 多少 对 基 互 质 的 ,把 此 数 除 以 1000, 并 令 它 等 于 
ex ,由 此 计算 值 .据说 其 正确 程度 相当 可 观 , 也 许 读 者 们 愿 
意 试 散 一 下 这 个 实验 . 当然 LER FR 10000 次 试验 代替 1000 次 ， 
近似 程度 会 更 好 -- 些 . 

小 于 给 定数 的 素数 个 表 六 ,也 可 通过 一 个 更 为 简单 但 正 
确 度 不 太 高 的 表达 式 .r/lnz 来 给 出 . 因此 ,人们 可 以 粗略 地 说 ， 
一 个 很 大 的 数目 不 是 素数 的 机 会 大 悼 上 是 lar 与 1 之 比 . 

* * * 

关于 素数 ,存在 着 许 许 多 多 富 于 挑逗 性 的 猜想 ,它们 看 上 去 
像 是 真 的 但 却 无 法 证 明 . 读者 中 如 能 证 明 它 们 之 中 的 任何 一 个 ， 
他 肯定 能 在 数学 的 圣贤 裙 中 找到 一 席 之 地 , 同 费 马 与 高 斯 的 精 
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aE- EFH! 
有 关 素 数 的 猜想 与 未 解决 问题 


1. iE8B 8p f E, d (Goldbach ) 猜 想 :每 个 偶数 都 是 两 个 素数 
之 积 , 例 如 :12 一 5T7:18 一 7 十 11;100 一 3 十 97， 

2. 曾经 有 人 猜想 :每 个 偶数 都 能 用 无 限 多 种 方式 表 为 是 个 
素数 之 差 . 这 是 真 的 吗 ? 例如 :12= 19 一 7 或 29—17 或 23— 11. 

3. 作为 上 款 的 特例 ,偶数 2 是 可 以 这 样 表达 的 ,因此 
必定 存在 着 无 穷 多 对 素数 ,其 差 为 2. 这样 的 素数 称 为 挛 生 
素数 ,例如 ;在 一 4 6; 12; 18: 30; 1006428; 999999999960; 
1000000000062; 1000000000332; 1000000009650; 
140737488353508; 140737488353700 时 ,mr 一 1 5 n+ 都 是 素 
数 ; 另 外 ; 当 工 从 1 到 20 Bb HAR 8300 x— 27) G — 15028 
出 的 #, 也 同上 面 所 说 的 = 一样, 可 从 它 得 出 挛 生 素数 ， 

4. 任何 帆 数 可 以 有 无 限 多 种 方法 表示 为 两 个 相继 素数 之 
2. PAU, 6=29— 23:137 —31153— 47199929 —99923. 还 有 ,10 一 
23—13:41—31;71— 61499971 —99961. € 

5. 具有 :十 1 形式 的 素数 是 否 有 无 限 多 个 ?例如 :1 十 1;2? 
二 1;47 十 1 十 1310 十 14。 

6， 是 否 在 相继 出 现 的 三 角形 数 或 正方 形 数 之 间 至 少 存 在 
一 个 素数 ? 对 9000000 以 下 的 数目 ,这 是 对 的 . 

7. 求 出 一 个 大 于 给 定 素 数 的 素数 ,或 者 求 出 紧 跟 在 已 知 素 
数 后 面 的 素数 . 

8. Went, BTA n TRE 

9. 求 出 不 大 于 给 定数 的 素数 个 数 - 

10. 任何 42-1 形式 的 素数 是 4+ 十 1 形式 的 素数 及 后 一 形 


D Nomi. SHERRIE AA 13 与 23 不 是 相继 察 数 ,其 中 还 有 17 与 
19 等 等 , 一 - 译 者 注 ， 
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RAR fo RI. 
11. TE fn Sle) . TES Berta 之 间 ; 至 少 存 在 
着 PRE. 
12. 在 大 于 3 的 两 个 连续 素数 的 平方 之 间 至 少 存 在 着 四 个 
RE. 
有 关 素 数 的 经 验 法 则 及 其 例外 


1， 哥 德 巴 赫 通 过 观察 发 现 , 任 何 奇数 要 人 么 是 一 个 素数 ,要 
么 基 一 个 吾 数 与 -个 平方 数 的 二 倍 之 和 和 .例如 21 一 19 十 2 或 
134-8 或 37-18. 据说 直到 9000 为 上 ,唯一 的 例外 是 5777 一 53 
+ 109 与 5993 一 13。641 ,它们 既 非 素数 , 亦 非 素 数 与 平方 数 的 “ 
二 倍 之 种 . 

2. 素数 可 表示 为 另 一 素数 与 平方 数 二 倍 之 和 ,但 时 不 算 . 
例如 37—29--8—19--18— 54-32. 直到 9000 为 止 ,例外 情况 有 
17313732273977; 1187 与 1493, 它 们 作 术 了 以 上 表示 . 

3. 1848 年 , 德 * 波 利 纳 克 (de Polignac) 猜想 :任何 奇数 都 
是 素数 与 2 的 一 个 乘客 之 和 ,例如 107 —43--25 —103-- 22. 他 声 
称 已 对 此 性 质 验 证 到 三 百 万 ,后 来 却 又 承认 959 不 能 作 以 上 表 
示 . 本 书 作 者 随便 挑 了 儿 个 数 ,509;977;877, 发 现 这 些 正 整 数 衣 
定 也 属 钢 外 情况 .读者 们 能 否 发 现 其 他 数目 呢 ? 这 个 猜想 肯定 在 
什么 地 方 出 了 毛病 . 了 

4. 至 少 可 以 上 到 10000 , 任 一 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 乘 
每 之 和 ; 除 1549 外 ,这 一 性 质 对 奇数 也 成 立 ,例如 856—127 
95,977 — 1612-67. 

* * * 


BREBH TAR dde ARR. 


D 事实 上 , 现 已 证 明 : 放 在 着 无 限 多 个 奇数 不 能 必 以 上 表示 . HERE CREE 
35.34 38(1960—19612,316 页 . 一 一 原 注 ， 
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有 人 曾 验证 到 6 百 万 ,随后 证 明了 一 般 情 况 , 即 当 > 大 于 3 
时 ,在 x 与 2+ 一 2 之 间 至 少 存在 着 一 个 素数 ,这 就 是 有 名 的 内 
T$ BA (Bertrand) Eti. 

1937 年 ,有 人 人 证明: 一 个 “充分 太 ” 的 奇数 可 以 表示 为 三 个 
素数 之 和 . 

如 果 4z 十 1 形式 的 正 整 数 能 正好 用 一 种 方法 表示 为 两 个 
平方 数 之 和 ,而 且 ,. 平 方 数 又 是 互 质 的 话 , 则 这 个 正 整 数 必 定 是 
一 个 素数 或 者 泰 数 的 平方 . 如 果 该 正 整 数 并 不 是 很 大 ,或 许 它 是 
确定 其 是 否 为 素数 的 快速 而 有 效 的 办 法 . 

戌 尔 逊 定理 不 妨 在 这 里 再 提 一 下 : 当 且 仅 当 户 为 素数 时 ， 
€p--1) 1 +1=0 mod p. 

有 时 也 可 用 费 马 定理 证 明 一 个 数 为 素数 . 我 们 知道 ,p Ò’IJ X 
SEHE 2 三 1 mod p. 但 对 合 数 模 来 说 , 同 余 式 有 时 也 能 成 立 . 
模 为 素数 时 ,可 能 存在 较 小 的 指数 使 同 余 式 成 立 (例如 , 若 a 不 
是 请 的 原 根 时 ) ,但 在 合 数 模 N 的 情况 下 . 同 余 式 对 一 个 比 N 
1 为 小 的 指数 必定 成 立 . 对 能 使 同 余 式 arm mod p 成 立 的 小 于 
请 的 指数 e 来 说 ,e 与 p 一 1 必 有 全 因子 ,因此 ,为 了 验证 对 给 定 
值 户 与 a, 同 余 式 能 否 成 立 ,我 们 只 草 考 虑 p 一 1 MRR. SER 
试 一 试 就 行 了 . 因而 ,如果 设 有 一 个 N 一 1 的 真 除数 了 能 使 e 一 
1 mod N 成 立 (a 可 选 为 较 方 便 的 很 小 底数 ,譬如 2 或 3), 则 闵 
必 为 素数 . 而 如 果 N— 1 的 真 除数 的 确 能 满足 a^ =l mod NAY 
语 , 则 N 可 以 是 索 数 ,也 可 以 是 合 数 , SRO ESRN—-1 的 因 
子 时 有 可 能 和 寻找 N 的 因子 同样 困难 . ) 于 是 .如 果 很 小 的 底数 
(2 或 3) 不 属于 N 一 1, 则 表明 底数 是 N 的 一 个 原 根 ,从 而 肯定 
了 AN 是 个 素数 , 作为 一 种 判定 N 是 否 察 数 的 测试 办 法 , 费 马 定 
理 是 不 能 使 用 的 { 见 第 6 30. D-H: 雷 默 曾 利用 本 方法 的 改进 
形式 ,在 处 理 极其 虑 大 的 数目 时 取得 了 辉煌 成 果 . 

显然 ,如 果 ax-I 按 模 IN 不 同 余 于 1, 则 六 肯定 是 合 数 , 尽 管 
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它 的 因子 仍 属 未 知 . 

法 国 数学 家 EE，V。， 卢 卡 曾 得 到 一 个 数列 4:14:194; 
376341 rt, 一 .1 一 2, 其 通 项 公式 的 构成 方法 是 把 一 项 平方 ， 
再 减 去 2, 即 得 下 -一 项 . 声卡 曾 利用 这 个 数列 来 测试 梅 桑 数 的 素 
性 . DD， 日 ， 雷 默 把 卢 卡 测试 法 改进 为 较 简便 的 形式 .“ 当 且 仅 当 
2" 一 1 能 整除 数列 的 第 (ez 一 1) 项 时 ,2 一 1 为 素数 ,否则 是 合 
数 , ”例如 ,2 一 1 是 14 的 一 个 因子 ,因而 2 一 1=7 是 个 素数 , 请 
读者 参阅 第 3 章 , 那 里 面 介 绍 了 在 数字 计算 机上 通过 卢 卡 试验 
计算 大 素数 的 情况 . 

存在 着 无 限 多 个 回 文 素数 . 下 面 咯 举 一 些 :101,131,151， 
181. 313,353, 727, 757, 787, 797, 919, 929,…，79997, 91019, 
93139, 93739. 94049, ++, 98389, 98689, = , 1818181. 7878787, 
7272721,3535353. 

GB Bi Se rdi 5j m SE HE IK SMe a Sie: 
“在 迷人 的 素数 分 布 问题 上 ,我们 只 能 满足 于 罗列 事实 . 它们 的 
证 明 属 于 解析 数论 范 酵 , 那 是 本 学 科 的 一 个 极其 广阔 而 艰难 的 
分 支 , 在 那里 , 数 的 性 质 是 要 用 包含 超越 概念 4 恕 连续 性 ?的 方法 
去 加 以 研究 的 ,如 此 等 等 , ”让 我 们 引用 他 们 的 话 来 结束 本 章 . 
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#282 分 解 


在 数论 中 几乎 县 有 别 的 课题 比分 解 一 数 为 其 素数 因子 更 吸 
引信 了 .自前 在 这 方面 已 有 了 变化 多 端 、 精 巧 绝伦 的 方法 ,但 它 
们 犹如 毒药 淄 过 的 常春 芯 疗 法 ,没有 一 个 是 特效 药 . 某 种 办 法 也 
许 只 要 用 3 到 4 步 即 可 分 解 一 个 10 位 数 ; 但 对 一 个 6 位 数 , 同 
样 的 办 法 也 许 要 花费 50 步 或 更 多 的 步 数 . 

新 手 们 听 到 以 下 事实 时 ,常会 感到 吃惊 :原来 竟然 没有 一 个 
简单 的 直接 方法 来 求 出 一 个 数 的 除数 , 因子 分 解 与 除法 截然 不 
[5]. 对 除法 来 说 ,已 给 出 了 被 除数 与 除数 ,而 对 因子 分 解 来 说 ,已 
知 的 只 是 被 除数 ,又 不 存在 普遍 而 实用 的 法 则 来 判定 该 数 除 本 
1 与 本 身 之 外 有 无 其 他 除数 . 

顾 听 一 下 外 行人 的 意见 或 许 是 相当 有 趣 的 :他 们 是 怎样 来 
分 解 一 个 数 为 其 因子 的 ?不 妨 拿 数 221 来 作 有 具体 例子 . 一般 他 们 
不 断 地 用 整数 2,3,4,5,6,7,… 去 试 除 , 人 家 问 他 们 这 种 做 法 要 
走 得 多 远 时 ,通常 的 答复 总 是 ,一 直 要 试 除 到 原 数 的 一 半 ( 对 本 
例 来 说 是 110 为止 . 但 实际 上 ;只 需要 试 除 闲 数 除数 就 行 了 , 因 
为 倘若 某 数 有 一 合 数 除数 , 则 该 除数 的 塞 因子 必然 也 能 整除 该 
数 , 进而 言 之 , 扩 是 大 于 某 数 乎 方 根 的 素数 也 不 必 进 行 试 除 , 因 
若 有 一 个 大 于 平方 根 的 除数 存在 , 则 由 此 而 得 的 商 数 必然 小 于 
平方 根 . 

现在 ,对 221 来 说 ,平方 根 小 于 15, 因 此 ,我 们 要 考虑 的 素 
除数 ,六 个 即 已 绰绰有余 ,它们 是 2,3,5,7,11 与 13. 前 面 三 个 
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SEXE BD a bk HERR C2 E 5 不 会 是 除数 .内 为 221 是 个 奇数 ,有 是 


末 位 数 又 不 是 5;3 也 和 不 可 能 是 除数 , 国 为 221 的 各 位 数 袜 之 和 
不 能 被 3 整除 );7 与 11 都 不 能 整除 221; 最 后 ,13 把 221 除 尽 
无 余 , 商 数 是 17. 

较 诸 平方 根 制约 更 少 为 人 知晓 的 是 下 列 事 实 : 如 果 某 数 的 
最 小 紊 除数 大 于 其 立方 根 , 则 该 数 只 可 能 再 有 身 一 素 除 数 .略为 
思考 一 下 即 能 理解 何以 如 此 :由 于 数 N 的 最 小 除数 d 大 于 NS. 
所 以 较 大 除数 D -- BNF NS. 如 果 户 有 一 个 真 除数 的 话 ， 
则 它 必然 小 于 N3 的 平方 根 , 亦 即 NT. 但 这 与 已 知 条 件 发 生 抵 
舰 , 因 假 设 最 小 除数 要 大 于 NI. 由 此 推出 D 不 可 能 有 真 除数 ， 
t HET XS. 从 而 可 知 ,N 只 有 两 个 素数 真 除数 4 与 D. 

尽管 这 些 制约 条 忻 相 当 可 观 地 削减 了 试 除 工作 量 , 但 即便 
把 它们 用 来 对 付 一 个 四 位 或 五 位 数 . 依 然 是 不 切实 际 的 . 壁 如 说 
要 测试 的 数 是 33029 ,正好 小 于 其 平方 根 的 最 大 泰 数 是 181 ,小 
于 或 等 于 此 数 ,从 而 需要 进行 试 除 的 全 部 案 数 共有 42 个 . 经 常 
采用 的 高 效率 办 法 是 利用 平方 数 表 ( 巴 罗 表 可 以 一 直上 到 
100000000) 以 及 第 15 章 中 讲 过 的 办 法 , 座 确定 该 数 完 况 能 用 多 
少 种 不 同方 法 表示 为 两 个 平方 数 之 和 , 由 于 33029 是 一 个 4z 十 
1 形式 的 自然 数 ,如 巢 它 只 能 用 一 种 办 法 表示 为 两 个 平方 数 之 
和 ,而 这 两 个 平方 数 又 是 互 质 的 话 , 则 该 数 必定 是 一 个 素数 或 素 
数 的 平方 ;如 果 两 平方 数 并 不 互 质 , 则 其 公共 除数 必定 是 原 数 的 
一 个 除数 . 至 于 要 区 别 素 数 或 率 数 的 平方 , 那 是 很 容易 的 ,只 要 
开 一 下 方 ,看 看 平方 根 是 不 是 整数 就 行 了 . 如 果 4z 十 1 形式 的 
数 不 能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 , 则 它 必 定 是 合 数 ,并 包含 偶数 个 
4r 一 1 形状 的 素 因 子 . 至 于 4z 十 1 形式 的 素 因 子 , 可 能 存在 ,也 
可 能 不 存在 . 这 两 种 因子 都 不 能 用 平方 和 方法 来 决定 . 

如 果 原 数 能 用 不 止 一 种 的 办 法 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,这 
说 明 该 数 是 一 个 合 数 . 如 果 只 有 一 种 办 法 表示 为 两 个 互 质 的 平 
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记 法 不 正 一 种 , 则 原 数 是 至 少 两 个 素数 的 乘积 . 如 果 两 个 平方 数 
并 不 互 质 , 则 它们 的 最 太公 约 数 是 该 待定 数 的 一 个 因子 . 

第 15 章 中 所 列举 出 来 的 平方 数 的 22 种 两 位 尾数 对 我 们 的 
问题 也 颇 青 帮助 , 它 使 我 们 只 要 去 考虑 四 类 从 33029 减 去 的 数 
就 行 了 ,其 结尾 是 00:04:25;29. 另外 ,要 进行 试探 的 平方 数 必 
定位 于 从 1 到 原 数 一 半 ( 即 16384) 的 范围 以 内 ,这 样 的 平方 数 
一 共有 36 +. 碰 得 很 巧 的 是 ,第 一 个 小 于 16384 的 平方 数 
16129. BEBE (b FE OR 83 38 316900 HA EWM. FREE 
到 33029 130 -- 1277. 由 于 再 也 找 不 到 其 他 平方 数 使 从 33029 
减 去 此 数 后 ,所 余 之 差 数 仍 为 平方 数 ,从 而 我 们 得 以 判定 33029 
是 一 个 素数 (显然 ,把 33029 开 方 ,得 到 的 是 不 尽 根 )， 

当 一 数 能 用 现 种 或 两 种 以 上 办 法 表示 为 两 个 互 质 的 平方 数 
ZA RAS HY FARO RRA TAN 
=a b —c rd Mil 


N = (ac + bd)(ac — bdd f(a + d)Ca — d) x 
(ac + bd) (ae — bdd le +O — 6). CARI) 


这 些 表 达 式 人 恒 能 给 出 整数 值 ,并 将 N 表达 为 两 个 整数 之 乘积 ， 
在 第 15 章 中 我 们 已 求 出 过 16000001 = 4000? + 1? = 1049? + 
3860*. 从 而 有 4 二 4000,5 二 1,c 二 1049,4d 二 3860. 于 是 


16000001 = (4000 + 1049 + 3860)(4000 * 1049 一 3860)/ 
(1049 + 1)(1049 一 1) 
= (4199860 + 4192140)/C1051 = 1048) 
= 229 + 69869. 


容易 查 明 229 是 个 素数 , 至 于 69869 这 个 数 , 因 它 属 于 4zr 十 1 形 

式 ,我 们 仍 可 以 进行 党 试 ,把 它 表 示 为 两 个 平方 数 之 和 . 由 于 此 

数 以 69 AB. ALAA LL 00,25,44:69 结尾 的 平方 数 才 能 留 下 
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平方 数 的 差 数 . WS ARIK EC] BD ST RL 68644 = 262" 能 留 下 平 


jr 89 353 225, 而 56644 — 238^ 的 相应 平方 数 差 数 是 13225， 
从 而 可 知 69869 = 2627+ 15° = 2387 4115. 同 以 前 一 样 ,利用 公 
xt 1 分 解 因 子 ,可 得 69869=109 - 641 ,于 是 最 后 得 到 全 部 素 因 
子 分 解 式 :16000001 229 * 109 * 641. 
此 法 不 仅 限 于 待 分 解数 可 表示 为 平方 和 , 当 它 能 表示 为 xz? 
thy? 形式 时 亦 可 使 用 . 我 们 有 下 述 公 式 : 
Gr? + ky Om? 十 kn) = Geom + hyn)? + ACen — ymy 
= (am — yny + klan + ym)’, 


ERER: USER IE he — EL 5j a à fü. 
则 它 的 每 个 因子 也 必 具 有 此 种 形式 , Bl m (275 + 30 (37 e 
4 —56'45 * 1*—54*4-5 * 177, 

把 上 式 过 程 道 转 , 若 N —a! E ki? =e’ dr kel? „Wj 

N = klad + biad — be)/ la + e)la — c) BE 
(ad + blad — bod + bd — 5), (HARD 
辣 前 面 的 结果 也 很 类 似 ， 

分 解 因 子 时 通常 使 用 “排除 元 方法, 它 是 很 有 效 的 , 它 可 以 
迅速 判定 ,一 数 能 表示 为 二 次 形式 c rey 的 方法 种 数 . 在 此 之 
后 , 即 可 用 上 述 办 法 分 解 因子 ， 

在 xi t+ by’ 中 ,此 二 4,2， —2 时 相应 的 二 次 形式 z!dc4y, 
x -T2y .x—25' 可 用 以 表示 一 切 奇 整数 . 例如 ,第 一 个 形式 可 
SR 8z 十 1 或 8r 十 5 形式 的 整数 ;第 二 个 形式 表示 8x 十 1 或 8x 
十 3 形式 的 整数 ;而 最 后 一 个 形式 表示 8rd 或 8x 十 7 形式 的 
整数 . 若 待 分 解数 为 45677, 出 于 它 属于 85 十 5 形式 ,所 以 我 们 
决定 采用 二 次 形式 x tiy. T y [(45877 22/4]? oy 必须 
小 于 107, 为 了 各 免试 探 一 切 z 值 的 兄长 与 单调 ,可 以 使 用 类 修 
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第 19 章 中 说 过 的 一 种 排除 法 . 

我 们 要 去 解 不 定 方程 45677 一 4y: 二 zx, 取 一 个 较 小 的 模 数 
5 fe WHER IC. BI ET RA) 2 — 4 y/o? mod 5, 因 此 只 需 考虑 能 使 
2-49 得 出 5 的 一 个 平方 剩余 人 ROME y BATT. 这 
样 一 来 ,形式 为 5z,5z 十 1 或 sz 十 4 的 那些 y 值 就 统统 被 排除 ， 
因为 在 那 种 情况 下 ,2 一 4? 的 对 应 余数 将 是 2,3,3, 而 它们 都 是 
5 的 平方 非 剩 余 . 需要 保留 的 形式 是 5= 十 2 与 5x 十 3, 它 们 将 能 
使 2 一 472 分 别 同 余 于 1 或 4. 继续 采取 同样 的 步 又 ,不 断 使 用 排 
BRIG 7.8.9,11( RMR RMAF). MP RN MAA 7.17.23, 
27,53,67,77 这 几 个 数 ,试探 的 工作 量 便 从 107 个 一 下 子 削 减 
为 7 个 . 稍 经 试探 , 便 可 看 出 , 数 17 能 给 出 45677—4 * 17 一 
211 ,而 y 的 任何 其 他 值 都 产生 不 出 平方 数 的 剩余 ,从 而 可 以 判 
定 45677 542 —T ER. 

再 试 一 次 , 设 给 定数 N H 36661, ERY 8x 十 5 形式 .于 是 
可 以 寻求 不 定 方程 空 十 4 光一 36661 的 解 ,由 排除 元 方法 得 以 找 
出 关系 式 36661 = 1697 +4 + 45* — 1195 +4 + 75%. 此 处 ae 一 169， 
6=45.c=119.d=75. MAAK 2, 即 有 


N = (169 « 75 + 45 * 119)€169 * 75 一 45，11977288 - 50 
= 61 * 601, 


Ak 36661 是 这 两 个 素数 因子 61 53 601 HRB. 

CERRO T CT SI AX AR G9) HEB TUAE. ELIEGR E SER JE 
合 要 求 的 那些 y 的 形式 ,为 了 找 出 其 后 所 需要 的 形式 ,也 造 出 了 
一 些 铁 空 模 概 . 

或 许 读 者 们 想 堂 试 一 下 ,自己 是 否 已 经 掌握 了 这 种 方法 , 那 
就 请 试 试 ,把 以 下 各 数 分 解 因子 : (a)23449; (52 394831; (c) 
16503593; (d}18000001. t 


利用 平方 剩余 也 许 是 大 数 分解 因 子 的 一 种 最 有 效 的 办 法 . 
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第 19 章 与 第 22 章 解 释 了 怎样 获取 一 个 数 的 较 小 平方 剩余 的 方 
法 . 基于 此 种 信息 的 因子 分 解法 立足 于 以 下 事实 : 若 员 是 待 分 
解数 吕 的 一 个 平方 剩余 , 则 它 必 然 也 是 叫 的 任 一 素 因 子 的 平方 
He. 于 是 人 们 得 以 计算 并 用 列表 形式 给 出 以 给 定数 丸 为 平方 
剩余 的 一 切 素数 (在 某 个 实用 上 限 以 下 ), 如 果 已 经 有 一 些 品 的 
平方 剩余 被 求 了 出 来 ,人 们 就 可 以 查看 每 个 平方 剩余 所 对 应 的 
沼 数 (为 了 方便 起 见 , 要 将 每 个 平方 剩余 做 成 一 张 卡片 ) ,再 看 奢 
究竟 有 畦 些 素数 是 已 知 一 切 平方 剩余 所 公有 的 ,它们 就 是 忆 所 
县 有 的 .唯一 可 能 的 素数 除数 , 如 果 有 一 打 左 右 较 小 的 平方 剩余 
是 已 知 的 话 , 那 就 会 大 大 限制 了 一 个 九 位 或 十 位 数 所 可 能 具有 
ER ER FS PC. 如 果 没 有 一 个 素数 为 已 知 平方 剩余 所 公有 ,这 
就 表明 DD 本 身 是 一 个 素数 , 

在 平方 剩余 卡片 上 检索 哪些 素数 是 公有 的 ,一 个 干 峰 而 利 
索 的 办 法 是 在 卡片 的 指定 位 置 上 打 洞 或 穿孔 .于 是 ,五 合 在 一 起 
的 平方 剩余 卡片 (有 时 称 为 因子 模板 ), 就 能 使 光线 通过 洞 孔 , 表 
中 处 在 这 个 位 置 上 的 率 数 是 忆 的 可 能 素 基 于, 如 果 任 一 洞 眼 都 
不 能 透 过 光线 , 则 意味 着 D 本身 是 个 素数 . (模板 上 记录 的 素数 
至 少 应 包含 DD 的 平方 根 所 限定 的 率 数 在 内 . ) 

21 是 商用 机 器 卡 理 数 据 用 的 标准 铬 尔 瑞 斯 卡片 ?的 
一 张 复制 品 . 卡片 上 一 共有 800 个 单元 (或 筷 位 ), 每 个 单元 都 对 
应 于 一 个 素数 . 图 示 的 卡片 在 一 些 素数 单元 处 穿孔 ,这 些 率 数 全 
都 具有 29 作为 其 平方 剩余 . 按照 自然 顺序 ,第 800 号 素数 为 
6131, Æ 37589161 的 平方 根 . 因此 ,每 张 具有 800 个 单元 的 一 
套 模 板 已 经 足够 用 于 将 近 四 千 万 个 数目 的 因子 分 解 

正 , 负 平方 剩余 都 不 超过 250, 且 不 包含 平方 因子 的 各 个 因 
子 模板 都 已 经 编造 成 功 . PER THERA EHR BASE 


QU RB + BRA BY Herman Hollerith?.1860— 1925. 36 [8| 4 HH 3 . e ej 
ASL ARPS ae Is HC (LRL PEE Hp EHE LEGGE. — ie SE. 
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图 21 一 块 因 子 模板 


足 , 这 个 缺点 也 已 克服 . 人 们 使 用 了 七 种 颜色 来 表示 一 个 剩余 ， 
这 样 一 来 ,就 给 出 了 5600 个 单元 ,也 就 是 5600 TRB. 第 5600 
2 RH 55079, 其 平方 数 为 3033696241, 模 板 演进 到 这 一 阶 
B ,在 此 范围 内 的 自然 数 邹 可 快速 地 分 解 因 子 . 如 果 已 知 某 数 的 
Beh RAF RBS 55079, 则 其 适用 范围 尚 可 大 大 超越 . 
承 费 密 执 安 州 大 学 埃 尔 德 (J. D. Elder) 博 士 的 好 意 , 笔 者 手 
里 终于 有 了 一 套 较 小 的 模板 ,足以 对 37589161 以 下 的 自然 数 进 
行 因子 分 解 ,它们 的 使 用 给 笔者 带 来 了 很 大 乐趣 . 
上 述 方法 十 分 精致 而 有 效 . 另外 的 办 法 可 能 容易 掌握 一 些 ， 
但 一 般 说 来 用 途 有 限 ,因为 除了 最 有 利 的 情况 之 外 ,所 需 的 工作 
重大 得 谅 人 , 费 马 曾经 用 过 下 列 办 法 ; 设 N 是 待 分 解数 ,一 是 刚 
刚 大 于 它 的 最 小 平方 数 , 令 N=? — AS 如 果 4。 是 一 平方 数 , 则 
N 已 被 表示 为 两 个 平方 数 之 差 , 从 而 即 可 分 解 因 子 , 如 果 A 不 
是 平方 数 , 则 我 们 还 可 以 有 一 系列 等 式 : 
N=r — A = (r +1)? ~+ (A+ 2r 4-1) 
= ír +2) — lA, + or +14 2r + 3) 
=(r+3)— CA, tartl+2art3+2r4+5) 
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= (r + n)? — A? — (ir -E n tAr tn — AD. 


换言之 ,我 们 在 A 之 上 再 加 2 二 1; 若 结果 得 出 一 个 平方 
HRIC N 表示 为 两 个 平方 数 之 差 ; 若 结果 不 是 平方 数 ， 
则 福 加 2r 十 3,2r 十 5,27 十 ?, 等 等 ,直到 得 出 平方 数 A’ 为 止 ,于 
是 就 有 N= tat Artna A). 

it N —340663. + r’ = 344569 = 587° 是 刚 超过 340663 
的 最 小 平方 数 ,但 此 时 的 差 数 A,— 3906 不 是 平方 数 . 在 3906 之 
上 加 27 十 1 二 1175 ,结果 5081 仍 不 是 平方 数 . 于 是 在 5081 上 再 
加 1177, 所 得 的 结果 6258 还 是 不 行 . 这 样 ,我 们 不 斯 加 .上 1179; 
1181;1183; 最 后 得 到 9801 是 99 的 平方 .这 是 仅仅 经 过 五 次 递 
加 而 得 到 的 结果 . 于 是 


340663 = (587 + 5 + 99)(587 + 5 — 99) = 691 + 493. 


第 二 个 因子 493 为 一 合 数 , 它 等 于 17，、29, 所 以 最 后 结果 为 
340663 一 17。29。691. 通过 这 种 办 法 , 费 马 只 用 了 11 次 加 法 ， 
就 把 一 个 十 位 数 分 解 出 因子 : 


2027651281 = 44021 + 46061. 


而 用 通常 的 试探 法 ,在 44021 以 下 的 奇 素 数 , 共 须 进行 4580 次 
除法 ,工作 量 之 差别 何等 悬殊 ! 但 这 可 能 是 一 个 特别 有 利 的 场 
会 ,存心 被 用 来 夺权 本 法 力量 的 , 实际 上 , 比 上 述 小 得 很 多 的 数 
字 , 所 需 的 工作 量 也 许 大 得 不 切实 际 . 

还 有 一 个 相当 粗糙 的 办 法 ,有 时 也 能 快速 奏效 . 其 办 法 是 在 
N 之 上 不 断 添加 1,2:,3:,… ,zr?, 直 到 结果 y! 是 一 平方 数 , 于 
是 及 十 二 y i N= ltr) lar) 要 添加 的 平方 数 个 数 
可 利用 平方 数 的 两 位 或 多 位 是 数 来 进行 前 减 与 控制 , 鲍 如 待 分 
解数 是 10541. 平方 数 表 上 告诉 我 们 ,下 一 个 较 大 的 平方 数 为 
10609 一 103: ,但 由 于 差 数 的 末 位 数 是 8 而 显然 不 行 . 下 一 个 平 
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方 数 10816—104* 特 给 出 差 数 75., 它 仍 不 是 平方 数 . 然而 再 下 一 
个 11025 — 105! XE 28 HEH 484, 后 者 正 是 22 的 平方 .于 是 
105414-22*— 105* ,而 


10541 = 105? — 22? = (105 + 22)(105 — 22) = 127 » 83. 


再 试 一 下 , 取 六 = 119143. 大 于 此 数 的 平方 数 只 要 试 七 次 ， 
即 可 发 现 119143 = 123904 — 4761 = 352? — 69° = (352 + 69) 
(352 一 69) 一 421。283, 后 面 两 个 因子 都 是 素数 ， 

由 于 大 于 1 的 任何 奇数 总 可 以 表示 为 两 个 平方 数 之 差 , 所 
以 我 们 在 一 个 性 质 未 定 的 奇数 上 加 土 平方 数 ,最 终 必 然 会 得 出 
一 个 平方 数 的 . 但 车 待定 性 的 数 碰巧 是 个 素数 , 那 就 会 花费 很 多 
步 数 才能 得 出 平方 数 , 所 以 在 经 过 多 次 尝试 后 仍然 得 不 出 预期 
结果 的 话 ,那么 最 好 放弃 这 种 办 法 . 例如 ,对 一 个 很 小 的 数 9839 
来 说 ,大 们 几乎 要 查阅 巴 罗 表 中 一 半 的 平方 数 , 然 后 才能 发 现 
9839 + 4919: = 4920*, 于 是 才能 得 出 9839 = (4920 + 4919) 
(4920— 4919) —9839 + 1 ,最 后 表明 9839 是 一 个 素数 . 

另 一 种 时 常春 效 的 分 解 办 法 是 余数 法 . 设 N 是 待 分 解数 ， 
求 出 不 超过 CN 一 1)/2 的 最 大 平方 数 AHON 0/2-a— 
ro Hara 放 在 第 一 纵 列 ,2r 十 1 放 在 第 二 纵 列 , AG ETG — 2A 
列 里 不 斯 写 下 Ca 十 Ca 一 1),(a 十 2) (a 一 2), 等 等 ;在 第 二 纵 列 
HSK 222-3.2r2-9.2r4-19,2r 4-33 等 等 , 即 第 一 次 把 该 列 首 
数 加 2, 以 后 每 次 加 数 都 得 再 递增 4. 换言之 ,要 不 断 加 上 2.6. 
10,14,18,… 以 得 到 该 列 中 的 下 一 数 .接着 需要 察看 ,第 一 列 中 
的 各 数 与 第 二 列 中 的 对 应 数 之 间 有 没有 公 因 子 , 如 果 有 的 话 , 则 
此 公 因 子 也 必然 能 整除 N. 

例如 设 N —142397, RON — 0/2— 71189. 不 超过 此 数 的 最 
大 平方 数 是 70756 = 266? ,于 是 有 a 一 266,r 一 ?1198 一 70756 一 
442. 照 上 法 造 出 两 个 纵 列 来 ， 
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n tatn) * (a—n) Gr 1) 2i xix 

ü 266 * 266 $85 

] 267 * 265 587 2 

2 268 + 264 893 

3 269 +» 263 $03 4 

4 270 -= 262 017 4 

于 是 发 现 131 能 整除 262 与 917, 从 而 也 能 整除 142397, T0 

HAE 1087. 


xX PAK LY RR RP ON -07/2— 
ater BA 


N 一 2at 十 2r 十 1 
—2(a--1»)(a— 12 -C2ro- 1072) 
=2(at+2)(a—2)>+(2r+14+2+6) 
=2(at3)(a—-3} + C2r+1+2+64+10) 
—2(a4-n3(a —52 -[2r4-12- 24-64-10 tt (4n — 22] 
—2(a4-n»)(a—m-T[Grz 4-1) 422 ]— N. 


m E 3e Fl —-1- 38 . nf TREES EDS 75 35 9 PELIS] GA XUL Ca n 
[2373 或 ae 一 2 中 的 一 个 , 则 此 数 必 然 能 整除 N. 
让 我 们 通过 这 种 办 法 来 分 解数 16000001. IH 4E ON — 15/2 
= 8000000, 不 超过 此 数 的 最 大 平方 数 a? 是 28287 — 7997584. 于 
Fz r—8000000— 7997584 = 2416 ,而 所 谓 的 两 个 纵 列 将 是 ， 


n latan) * (acn) (r++ 2n! BR 
0 2828 + 2828 4833 

1 2829 « 2827 4835 s 
2 2830 - 2826 4841 10 
3 2831 * 2825 4851 14 
4 2832 * 2824 4865 18 
5 2833 - 2823 4883 22 
6 2834 + 2822 4905 


此 时 可 以 发 现 2834 5j 4905 有 一 最 大 公约 数 109, 从 而 判 
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XE 109 是 16000001 的 一 个 除数 . 最 大 公约 数 的 求法 是 ;从 一 数 


的 若干 和 倍数 中 减 去 另 一 数 的 倍数 ,使 所 得 的 差 数 容易 分 解 成 素 
后 子 ,并 可 由 此 判定 这 些 紊 因子 能 否 整 除 原 来 的 两 数 . 其 细节 可 
以 参阅 几乎 任 一 本 代数 教科 书 . 对 本 例 来 说 4905 =5，981= 
5.“9*109, 由 于 109 能 整除 2834, 然 而 5 与 9 不 行 , 故 可 判定 
109 是 2834 53 4905 的 最 大 公约 数 .于 是 ,仅仅 经 过 七 次 试探 ， 
我 们 就 分 解 出 了 一 个 很 大 数 16000001 HAT. 

邑人 恒 对 于 小 得 多 的 数字 ,这 个 方法 也 不 见得 总 是 走 好 运 的 ， 
ARES 7031 来 说 明 . XX E ON —1)/2— 3515,45 — 59? = 
3481,r—3515— 3481 = 34. 

(atn)la—n) (2r+1)+2n° 


n 

Q 59 59 69 
i 60 * 58 71 
2 61*57 T? 


20 79 + 39 869 


需要 经 过 20 次 试探 才能 肯定 79 5 869 具有 公 因 子 ?79, 从 而 得 
知 7031— 79 + 89. 

但 是 ,如 果 改 用 添加 平方 数 的 办 法 ， 只 要 经 过 一 次 试探 即 可 
得 知 大 于 7031 的 平方 数 是 7056, 而 差 数 25 又 正好 是 个 平方 
数 , 于 是 有 7031 一 843: 一 5 一 (84 十 5)(84 一 5) 一 89。79. HAR 
明 ,对 任何 一 种 分 解 办 法 都 不 应 过 分 热心 ;世人 还 是 要 等 待 另 一 
个 费 马 或 高 斯 的 降生 ,以 发 现 一 种 普遍 而 有 效 的 办 法 ,可 以 一 下 
子 直播 任何 因 式 分 解 问题 的 核心 - 

加 利 福 尼 亚 太 学 的 D， 理 :和 雷 默 博士 及 其 父亲 DD，N， 雷 
默 博士 发 明了 一 台 引 入 注目 的 因子 分 解 机 器 ,从 而 可 使 分 解 大 
数 时 所 需 的 庞大 工作 量 得 以 大 大 削减 . 由 于 它 的 问世 ,终于 完成 
了 势 将 花 竟 若干 位 手工 计算 者 终身 劳动 的 某 些 大 数 的 因子 分 
f. 
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[240] Hi A ” 需 默 博士 的 因子 分 解 机 器 
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2*-E1 有 一 个 嵌 大 的 .未 征服 因子 
1537228672093301419 = (2% 一 23 + 1)/3., 


在 把 它 提 辫 给 机 器 之 后 三 秒 钟 ,机 器 就 停止 运转 ,有 这 和 象 表明 ， 
猎物 已 经 在 望 .简短 的 计算 给 出 了 两 个 因子 529510939 与 
2903110321. AF 29 += (220 4-1 = (27 +1) (2% — 2? 41), 
于 是 2 十 1 的 寄 因 子 都 已 查 明 , 完 成 了 全 部 分 解 过 程 , 因 为 以 
前 的 计算 者 已 经 发 现 2 十 1 一 3，715827883. 

这 台 机 器 里 有 着 一 套 15 个 相同 的 齿轮 ,每 个 齿轮 有 100 个 
牙齿 , 牢 阁 地 安装 在 公共 的 中 央 传 动 轴 上 . 在 直径 对 肯 点 处 相互 
路 合 的 是 两 组 传动 齿轮 ,其 中 每 个 成 员 都 有 着 为 数 不 同 的 .素数 
个 数 的 牙齿 ,并 独立 地 围绕 着 各 个 不 同 的 中 心 旋 转 , 所 以 ,共有 
30 个 传动 齿轮 ,以 对 应 于 从 3 到 127 的 30 个 奇 素 数 . 在 每 个 齿 
轮 里 都 有 一 个 与 其 旋转 中 心 同心 的 圆 , 较 上 钻 了 许多 小 孔 ,其 个 
数 等 于 齿 数 { 见 图 220. 设想 用 一 根 长 针 ( 或 栓 子 ? 穿 过 每 个 齿轮 
的 一 个 洞 孔 ,以 便 使 传动 齿轮 调节 到 0 或 初始 位 置 , DERE Bra 
轮 的 洞 孔 数 是 互 质 的 ,所 以 决 不 可 能 再 有 别 的 泣 眼 位 于 一 直线 
上 . 这 时 若 把 长 针 拿 掉 ,就 可 以 让 排 成 一 直线 的 洞 眼 穿 这 一 束 光 
线 ,但 当 各 齿轮 用 不 同 速 度 转动 时 , 排 成 的 一 直线 当即 消失 ,以 
后 即使 再 经 过 成 千 上 万 次 的 齿轮 转动 ,也 不 能 恢复 到 初始 位 置 . 
有 时 , 某 些 孔 眼 需要 塞 住 ,以 免 万 一 发 生 排 成 一 直线 的 情况 . 


图 22 因子 分 解 机 的 从 办 
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通过 一 系列 传动 此 轮 的 光线 经 过 两 个 棱镜 的 反射 之 后 进入 
第 二 组 齿轮 ,撞击 在 - :个 光电 池上 . 在 适当 放大 以 后 ,光束 所 产 
生 的 电流 足以 使 传动 条 统 停 下 来 . 当 洞 眠 排 成 一 直线 时 (意味 着 
有 一 个 解 ) ,光线 就 会 在 万 分 之 一 秒 内 落 在 灵敏 的 光电 “有 眼 ” 上 ， 
经 过 ?729000000 傍 的 放大 ,使 继电器 获得 充分 能 量 使 机 器 停止 . 
然后 ,通过 转达 记录 表 就 可 以 知道 机 器 的 转动 情况 ,再 经 过 简单 
计算 ,就 找到 了 因子 . 

通过 以 上 描述 ,可 以 领会 到 因子 分 解 机 原来 是 把 一 个 数 迅 
速 同 时 表达 为 许多 不 同形 状 的 快速 装置 ,从 丽 可 以 在 合理 的 时 
间 限 制 内 把 给 定数 的 可 能 除数 加 以 限制 . 

建造 这 台 机 器 所 过 到 的 困难 ,怎样 排除 障碍 与 最 终 使 之 正 
常 运行 ,这 些 事 情 读 起 来 真 像 一 部 冒险 故事 . 光线 是 如 此 微弱 的 
一 个 脉 串 信 号 , 它 雪 与 光电 池 “ 交 谈 ” 的 时 间 义 是 如 此 短促 ,这 都 
要 求 机 器 的 任何 一 个 局 部 都 必须 制 半 得 高 诬 精 确 , 而 且 还 必须 
JAS BCR te AEB KIA 729000000 倍 , 这 也 是 个 骇 人 听 
闻 的 数字 ,交大 器 既然 如 此 灵敏 ,哪怕 任何 一 点 点 震动 摇晃 , 电 
流 的 一 个 微小 变化 .电器 的 开 或 关 , 甚 至 在 场 者 的 一 句 南 状 说 请 
都 有 可 能 导致 机 器 的 宫 怒 无 常 , 从 而 使 表演 失败 . 

发 明 家 的 父亲 ,已 故 的 D . N. 雷 默 博士 ,他 既是 一 位 数学 
家 ,又 是 一 位 许 人 , 草 经 棚 要 如 生地 描写 了 这 人 台 机 器 降生 时 的 分 
娆 阵痛 以 及 其 后 的 出 色 表 演 ; 


放大 器 被 安放 在 另外 一 间 上 房子 里 ,用 一 堵 厚 厘 的 
SPCC EJ tk E A te APRA HEHE-AM 
音 板 做 的 木头 棺材 里 . 这 种 做 法 使 机 器 的 运行 情况 变 
得 稍 好 一 些 , 但 它 仍 为 一 种 完全 无 法 预测 的 桔 动 起 伏 


p ASAD. N. 雷 黑 博士 所 写 的 * 机 器 进行 困难 的 数学 计算 "一 文 , 原 载 
《新 闻 服 务 公报 ), 第 3 4655 3 39. e gi MICE PEE PE 1939 年 . 一 一 原 注 . 
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REG MB EMR MRM LP HERR ER 
无 头 无 脑 . 一 会 几 又 拉扯 在 一 起 ,以 完全 理性 的 方式 正 
常 运作 了 刻 翅 钟 ,然后 , 坏 脾 气 又 发 作 起 来 , 而 这 一 切 ， 
几乎 都 是 在 周围 环境 看 不 出 有 一 点 点 变化 的 情况 下 发 
+ 的 . 

“医生 " 们 被 请 来 了 ,但 从 这 些 症状 中 推断 不 出 机 
器 究 竞 生 了 什么 < 病 ”. 在 旗 大 率 高 达 七 亿 倍 以 土 的 条 
件 于 要 求 机 器 能 稳定 地 正常 工作 ,这 当然 绝 非 易 事 . 好 
有 一 比 , 就 像 是 用 一 支 长 达 一 万 英里 的 太 笔 而 想 写 出 
一 手轻 松 流利 的 书法 ,何况 随时 部 有 一 个 调 虑 捣蛋 的 
小 皂 在 你 手腕 上 跳 来 跳 去 . 那么 ,小 鬼 究 意 是 什么 家 
西 ? RAS At GEE IME? 


Wis X^ 


日 复 一 日 地 进行 着 徒劳 无 功 的 调试 与 再 调试 .看 
来 并 不 存在 什么 器 质 性 的 病变 ,而 只 是 神经 质 的 , 然 
而 ,这 是 一 个 很 有 趣 、 很 重要 的 病例 ,年 轻 的 主管 医生 
FREE RATE. 最 后 .他 和 忽然 想起 了 使 用 "听诊 
器 ”的 办 法 ,于 是 ,他 安装 了 一 个 扩 音 密 并 注意 倾听 . 采 
然 ,“ 小 购 * 的 藏身 之 地 被 发 觉 了 .原来 , 那 是 近邻 的 一 
个 无 线 电 站 里 正在 运转 的 是 波 无 线 电 扁 风 装置 的 作 
嘛 . 只 机 它 安 静 下 来 下 工作 ,一切 就 都 正常 :而 它 一 旦 
LZ KKSESE SMB. ERK T A. 

没有 必要 去 尝 涯 它 的 利害 ,机 器 是 由 于 无 线 电 的 
原因 而 豆 怒 无常, 对 此 ,人 们 几乎 无 计 可 施 , 只 好 把 玄 
大 器 更 受 善 地 进行 屏蔽 起 来 ,以 排除 这 种 有 趣 而 不 医 
要 的 于 拢 ,或 者 干脆 等 待 一 个 无 线 电 操作 人 员 不 上 班 
的 时 间 . 们 当然 也 有 点 思想 准备 , 同 余 式 机 器 会 给 他 
带 来 许多 麻烦 事 , 无 论 如 何 , 在 那 台 敌对 机 器 得 到 安 
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置 , 短 暂 的 “停战 "终于 来 临 之 前 ,实在 无 事 可 作 , 只 好 
等 到 以 太 波 安 甬 下 来 ,才能 把 重要 的 算术 问题 提交 给 
机 器 去 解决 . 


攻打 数字 巨人 


那 一 天 是 10 月 9 日 ,正好 在 发 现 * 小 鬼 ” 之 后 , 因 
子 分 解 机 准备 和 启动 ,去 做 一 做 实际 的 数论 研究 工作 了 . 
EHM- X EHE X HR eC PART BE B. 
提交 给 机 器 的 问题 是 要 找 出 27 2-1 的 一 个 庞大 的 , 末 
被 人 人 们 征服 的 因子 1537228672093301419 ,此 数 已 由 
一 项 强 有 力 的 测试 ,判定 其 为 合 数 . 

用 通常 办 法 将 此 数 分 解 因子 ,即使 最 有 本 事 的 
计算 专家 也 需要 终生 不 懈 工 作 . (8 E. — £4 Im 
右 ,在 快速 旋转 的 齿轮 汰 边 的 “电眼 ”发 出 了 信号 ,于 
是 机 器 XE HR HECTORE. 人 们 起 先 感到 ,“ 小 鬼 ” 可 能 
又 来 捣蛋 了 .但 是 ,检查 察看 之 后 ,终于 发 现 屠 个 19 位 
的 座 然 大 物 已 被 分 解 为 两 个 素数 因子 ;529510939 与 
2903110321. 

这 是 10 月 9 日 中 午前 后 的 事 . 远 在 伯克利 的 
我 ,邮件 一 到 使 得 知 信息 ,当下 即 把 其 他 事情 安排 一 
霜 , 立 即 启 程 前 往 派 萨 旦 那 ( 因 子 分 解 机 的 制造 地 点 } 
TM AX. 我 在 10 月 17 日 傍晚 到 达 , 发 现 一 个 小 团 
体 已 准备 粉墨登场 , 贝尔 教授 , 伍 尔 夫 教 授 , 瓦 德 
载 授 都 已 被 我 几 子 请 来 ,观看 因子 分 解 机 能 不 能 攻 下 
上 历史 上 的 庞然大物 , 2* 十 1 的 不 可 征服 的 因子 
8011347479614249131, 而 25 十 1 这 个 符号 所 代表 的 
% & F 39614081257132168796771975169. 

我 儿子 已 掌握 了 一 些 必 要 但 尚 不 够 充分 的 证 据 ， 
表明 此 数 肪 是 一 个 素数 . 为 了 确证 ,他 必须 先 研究 较 此 
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数 小 1 的 数 , 而 后 者 可 析出 较 沾 的 因子 2,3,5,19, 除 
此 以 外 还 有 一 个 因子 是 5283065753709209, 它 已 被 证 
明 为 合 数 ,但 不 知道 它 的 因子 究 音 是 什么 . 

在 攻打 这 个 永 然 太 物 之 前 ,我 儿子 决定 利用 一 个 
结果 ,他 已 知道 此 数 斌 表示 为 一 个 平方 数 与 另 一 平方 
数 的 七 倍 之 和 ,如 果 他 再 能 找到 另 一 个 这 类 表达 式 , 那 
么 他 就 可 以 直接 分 解 出 因子 来 . 

HAE LATAE ERTRAS —8 2x. 
这 个 数字 巨人 表示 为 一 个 平方 数 与 另 一 平方 数 的 七 倍 
之 和 .他 已 把 与 此 问题 有 关 的 齿轮 上 的 洞 眼 作 了 调整 
安排 ,一 切 都 已 准备 就 绪 , 耐 心 等 待 着 一 个 平静 时 刻 的 
到 来 以 便 开 动机 器 ， 


向 吉凶 未 卜 的 前 境 跨 出 一 步 


小 集团 人 员 紧 张 万 分 地 注视 着 机 器 , 亡 已 作 好 了 
准备 ,以 考验 它 能 否 经 受 得 住 外 力 干扰 . 零点 永远 是 一 
个 解答 ,于 是 他 把 机 器 向 后 倒转 运作 五 分 钟 , 再 使 它 向 
前 转动 ,看 看 它 会 不 会 错过 零点 . 机 器 不 负 众 望 ，* 很 快 
地 跨越 了 陷阱 ,看 来 一 切 都 很 顺利 .“ 现 在 我 们 要 向 未 
知 境界 尖 出 一 步 了 ,” 我 的 儿子 说 ,一面 开动 了 机 器 ， 

我 在 地 板 上 走 来 走 去 ;外 度 焦躁 不 安 .机 器 会 不 会 
皮 策 无 常 呢 ? 无 线 电 “小鬼” 会 不 会 再 来 捍 肘 的 蛋 哎 ? 它 
有 10000000 万 数据 要 申报 进去 ,机 器 开始 转动 了， 时 
间 一 分 钟 、 一 分 钟 地 过 去 ,我 简直 有 点 不 敢 相 和信， 机 器 
的 “眼睛 ”" 真 的 能 做 到 分 分 秒 秒 者 不 放松 警惕 吗 ? 

在 平稳 地 运转 了 15 分 钟 之 后 ,隆隆 声 突然 停 了 下 
来 ,我 们 屏息 数 神 地 看 了 读数 ,把 结果 递交 给 伍 尔 夫 教 
授 , 他 是 一 位 计算 专家 , 想 了 解 是 否 真正 找到 了 正确 管 
数 . 几 分 钟 后 ,我 们 确信 和 果然 如 此 ,然后 又 安排 机 器 来 
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FRERES. 

Rk EERE T 25 分 钟 之 后 才 停 下 来 . 另 
一 个 正确 和 车 数 果 然 出 现 了 , 几 分 钟 以 后 ,我 们 终于 党 提 
了 两 个 因子 :59957 5 88114244437. 前 者 易 知 为 素数 ， 
后 者 则 尚 竺 确定, 下 一 天 ,我 同 我 儿子 终于 解决 了 它 ， 
确证 它 也 是 一 个 素数 . 

和 如果 你 能 现场 目睹 小 团体 里 各 位 教授 及 其 夫人 的 
激动 心情 ,这 定 将 使 你 万 分 惊讶 . 我 们 聚集 在 实验 室 里 
一 张 罕 子 的 周围 喝 咖 啡 ,谈论 这 台 机 器 的 神秘 与 不 可 
思议 的 威力 , 大 家 都 一 致 同意 ,凡是 能 用 因子 表 或 猴 空 
模板 即 可 解决 的 一 些小 问题 是 不 必 劳 动 这 台 专 用 机 的 
"Xt. 它 是 专门 用 来 对 付 普 通 望 远 镜 力 所 不 及 的 、 
i&dkG E MEGA CA al. TURRET 
止 , 还 没有 任何 别 的 装置 能 与 之 匹敌 ,中 


来 自 华 盛 顿 卡 内 基 学 院 《 新 闻 服 务 公报 ?第 3 卷 第 3 期 的 这 
自 有 趣 报 道 继续 说 道 : 


由 德 律 克 。 亭 利 。 电 区 这 位 发 明 家 在 加 利 福 尼 亚 
州 派 萨 旦 那 县 罗伯特 ， 布 德 公司 实验 室 建 遗 的 这 台 机 
器 ,是 把 光电 池 魔 术 与 大 数 研究 巧妙 结合 的 一 个 首创 
范例 . 

AMAA BEE TAR EAR A 2" 十 1 5 10 
1 形式 的 数 的 因 式 分 解 问题 ,长 期 以 来 它们 老 是 挫败 
了 数学 家 们 的 不 断 努 力 . 

除 此 之 外 ,还 有 一 些 问 题 特别 适合 于 本 机 器 求解 . 
其 中 之 一 便 是 18 世纪 瑞士 数学 家 李 奥 纳 德 * 欧 拉 所 
D 现代 数字 计算 宙 的 性 能 远 远 超过 了 这 各 机 器 . — RE. 
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提出 的 一 个 公式 及 其 推广 

[& di dA 3p LX — EN n fH. GK S n —n-41 E SER 
出 素数 .尽管 此 公式 对 40 AT (lE & d£ 40 本 身 ) 的 一 
切 n 值 确 能 得 出 素数 ,充分 表明 公式 的 素数 会 量 十 分 
丰富 .然而 ,wm 一 41 时 ,由 公式 给 出 的 数 1681 HERS 
&. 

ALA E A ALB. ube AG B — REGE EOE 
得 大 为 方便 .此 外 还 有 一 些 数论 领域 中 的 专家 们 所 提 
出 的 .经 受 得 住 时 间 考 验 的 著名 会 式 也 可 以 利用 该 机 
器 进行 校 验 - 


走向 未 知 数字 王国 , 搜 守 除数 的 这 份 激动 心情 ,在 雷 默 博士 
为 《数学 猎奇 3 杂志 第 1 卷 第 3 期 (1933 年 出 版 ) 所 写 的 一 篇 文 
章 “ 数 论 中 的 一 次 大 猫 捕 ”中 也 作 了 绘 影 绘 声 的 报道 . 读 过 这 篇 
文章 的 人 都 被 他 的 热情 所 感染 . 他 在 那里 屏 住 呼 吸 地 谈 到 了 
1022-1 的 一 个 因子 9999000099990001 终于 抵挡 不 住 他 所 子 的 
由 脚踏车 链条 齿轮 装置 演变 而 或 的 那 台 神奇 机 器 芍 攻 击 而 倒 了 
FE. EFRA REM SRA Bee 
将 近 两 个 小 时 . 其 中 也 包括 了 打开 某 些 平行 电路 的 机 械 电 气 接 
AMS HRB PT ROT FARA OT ae 
突然 停 了 下 来 .大 狂 捕 行动 落下 了 帷幕 ,因子 也 查 出 来 了 ,它们 
是 1676321 与 5964848081. 

在 谈 到 当时 最 大 的 已 知 素数 


2:7 — 1 = 170141183460469231731687303715884105727 


Bt. RSE “Be EF FERT AT DEF E 
漫长 的 .一 光 年 的 年 数 , 走 完 以 光 年 的 光 年 来 计算 的 距离 .” 
通过 费 马 定理 的 振 广 , 雷 默 父子 发 现 了 一 些 奇 妙 的 方法 来 
对 付 远 远 超过 天 文 类 比 的 庞 然 大 数 . 设 NN 是 一 个 性 质 来 定 的 
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数 , 如 对 某 个 底数 5,N 能 整除 OY '—1. [B 5j bno] E EC 
是 NN 一 1 的 一 个 素数 除数 ), 则 NN H—-DRATFRRAS px 十 1 
形式 .让 我 们 把 它 叫 做 定理 A. 

例如 要 把 2°+1 分 解 因子 ,已 知 它 有 两 个 因子 3 与 1753， 
尚 待 确定 性 质 的 是 商 数 


N = (2% + 1)/3 + 1753 = 1795918038741070627. 


已 知 对 任 选 的 底数 5 一 3, 3 一 1 能 被 六 整除 .另外 又 已 知晓 
No) 有 个 除数 811 .而 


日 Spa qp bt A RR XR ON OL 


ati... 


Suk 分 dW 


92830657537909209 = 59957 + 88114244437. 


现成 的 因子 分 解 表 指出 前 者 是 个 素数 ,而 后 一 个 数字 请 ,通过 定 
理 六 的 应 用 以 及 M—-1 RAT 2489947, 亦 可 判定 它 是 个 素 
数 . 

对 底数 3 而 言 ,已 知 3*“' 一 1 能 被 N 整除 ,但 377 77—1 
W5 NER AT N 的 一 切 可 能 除数 都 应 具有 
88114244437z 十 1 的 形式 . 机 上 器 很 轻易 地 处 理 了 为 数 非常 有 限 
的 各 种 可 能 性 , 查 明 N 确实 是 一 个 素数 ,于 是 2* 十 1 最 终 得 以 
完成 了 全 部 因 式 分 解 ; 


3+ 11+ 2281 + 174763 * 3011347479614249131. 
类 似 地 又 对 数 
N = (25 — 1)/€2" — 1X(2 — 1) = 9520972806333758431 


进行 了 测试 . ARR N—1 能 被 257 整除 ,而 底数 3 能 满足 定 
理 A BF. 机 器 终于 证 明 N 确 是 一 个 素数 ,于 是 有 


25 — ] = 31 * 131071 * N. 


读者 们 也 许 会 感到 奇怪 ,作为 N 一 1 的 除数 ,为 何 上 述 的 
257 能 如 此 轻易 地 得 出 . 这 是 由 于 应 用 了 一 个 巧妙 的 定理 所 致 ; 
车 pg 为 素数 , 则 


[ta — 1a — D/44^ — D(a*— D] — 1 


能 被 除 不 尽 at —1 89 a^^ —1 E E— RIA THR. 例如 ,在 
N=(28—1)/(2" -—1) (2 —Dti.p-17.9—5,m 25—1 具有 
除数 2 十 1 与 2 一 1. 前 者 便 是 素数 257, 它 不 能 被 2 一 1 整除 ， 
因而 N 一 1 能 被 257 整除 . 

FRG ORR. UR RP Aa 
2687 的 梅 桑 数 2° —1 终于 被 彻底 征服 ,一 颗 外 加 上 去 的 星 号 将 
放 在 雷 软 的 姓氏 旁边 ,此 人 的 雕像 要 放 在 壁 您 里 供奉 着 ,他 的 声 
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公元 1066 年 10 A 14 日 ,“ 国 王 险 罗 德 (Harold) 的 士卒 们 
像 往 常 一 样 站 得 笔直 ,组 成 了 61 个 方 队 , 每 队 的 人 数 完全 一 样 . 
勇士 们 诅 吕 那 帮 厚 颜 无 耻 的 诺 曼 人 ,胆敢 辣 入 他 们 的 国度 ; 萨 克 
森 战 士 们 只 要 挥动 战 逢 , 轻 轻 一 击 , 就 会 折断 他 们 的 长 也, 刺 玻 
他 们 的 纲 用 …… 险 罗 德 一 牙 而 起 ,加 入 了 冲突 的 行列 , 萨 克 逊 人 
队 形 一 变 , 组 成 了 一 个 很 大 的 方 阵 . 但 逆 杀 声 震 天 ,“ 冲 啊 !，' 杀 
err ECT 

EPLIR. AEEA T 61 FHM, BAAR 
相同 ,国王 哈 罗 德 加 和 人 他们 的 稚 伍 之 后 ,又 重新 组 成 了 一 个 庞大 
的 实心 方 阵 . 恕 果 用 训 无 幻想 但 正确 的 数学 语言 ,我 们 得 到 了 一 
Arf SII; x v?—612°=1, 

读者 们 能 不 能 求 出 这 一 大 帮 萨 克 进 战士 的 人 数 y^ 9E? t 

Ji fü x’ — Dy =1 称 为 “ 佩 尔 方程 ”. 然而 佩 尔 既 不 是 第 一 个 
研究 它 的 人 ,也 不 是 第 一 个 解决 它 的 人 ! 费 马 ,那个 给 后 人 制造 
麻烦 的 大 教 梭 者 ,提出 了 这 个 方程 ,向 海峡 对 岸 的 英国 数学 家 提 
出 了 挑战 ,在 他 那个 时 代 , 这 种 姿态 是 司空 见 惯 的 . 费 马 的 同胞 
弗 兰 尼 格 对 DD 的 一 切 允 许 值 一 直 算 到 150, 求 出 了 方程 x 一 
Dy! 二 1 的 最 小 解 , 他 要 求 英国 数学 家 真理 斯 (Wallis7 继 续 把 它 
算 到 200, 或 者 至 少 要 解 出 两 个 方程 lly 一 1 与 z— 
313y 二 1, 并 上 暗示 说 ,后 一 方程 也 许 是 瓦 理 斯 力 有 未 逮 的 . 可 是 
FL FRI AA Ac dr Bj] 9. CBrouncker? 8h BSR. th RA T —. — 
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个 小 时 就 找到 了 KH kt 126862368" — 31307170685 = 一 1 ,因而 


x = 2+ 7170685 + 126862368 


就 是 方程 ?一 313y: = +1 的 解 . 瓦 理 斯 也 解 出 了 另 一 问题 ,并 
得 出 结果 


1728148040* — 151(140634693)! = 1. 


YE SEES IH TL 0 BA 36 fi 7 RR 7p HH ULT. NU 
下 ,尽管 历史 已 经 改正 了 这 个 错误 ,然而 方程 至 今 仍 然 称 为 佩 尔 
方程 而 不 叫 费 马 方程 . 佩 尔 同 本 问题 的 关系 其 实 非常 朴 远 ,他 不 
过 是 修改 了 基 人 所 翻译 的 .另外 人 所 闭 的 代数 书 而 已 该 作 
者 第 一 个 发 表 了 瓦 理 斯 与 勃 遍 克 对 费 马 问题 的 解 . 荣誉 总 是 驻 
足 在 这 种 基础 上 的 . 

历史 纪录 表明 , 早 在 耶稣 基督 对 代 开 始 前 400 多 年 ,该 问题 
即 已 引起 公众 的 注意 . 据 认 为 是 阿 基 米 德 (Archimedes) 研 究 了 
著名 的 牛 的 问题 ,并 为 此 花 去 大 量 愉快 而 无 用 的 时 间 . 尽管 在 执 
行 计算 时 显示 出 惊人 的 技巧 ,然而 仍 示 能 完全 算出 管 案 ; 将 来 也 
不 大 可 能 算得 出 来 . 


阿 基 米 德 牛 的 问题 


朋友 ,请 准确 无 误 地 算 一 算 太 阳 底 下 的 牛 数 ,要 身 
心 全 部 投入 ,如 果 你 自 认 为 还 有 几 分 聪明 的 话 , 多 少 头 
千 在 枉 西 星 岛 特 立 那 西亚 (西西 里 本 岛 ) 平 原 上 吃 草 ? 
它们 接 其 毛色 分 成 四 群 :一 群 奶 白 , 一 群 乌黑 ,一 群 棕 
F,- RAN 在 每 一 群 里 头 ,公牛 都 占 多 数 ,其 中 的 关 
Kip Teese GE BRET BMA EI AR ELO 

朋友 ,如 果 你 能 确切 告诉 我 ,每 群 里 头 的 公牛 和 组 
丫 数 , 那 你 就 不 愧 是 一 位 精明 计数 者 ,但 是 你 还 算 不 上 
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第 22 章 R558 


一 个 智慧 之 土 ,除非 你 还 能 答 出 附加 的 问题 , (接着 又 
撤 述 了 第 8 与 第 9 个 条 件 ., ) 如 果 你 能 把 各 和 群 牛 的 总 数 
统统 算出 来 ,那么 ,我 的 朋友 .你 就 可 以 像 征服 者 那样 
Sod WS. GE Ge dE BEER AUT gU 


剥 掉 花 言 巧 语 , 问 题 的 数学 实质 是 要 求 出 风 , 天 ,7 了 ,Z5 分 别 
表示 白 ;: 黑 ; 斑 ; 黄 的 公牛 数 ) 以 及 £c, yz REB BEE I SE 
LESO EERE TO: 

5 9 


aow- 2 X-4z. (DX YA, 
(Y= w ez (w= LX) 
42 > 12 , 
=A Y y? Gy ie. [249] 
CDs BW+w), (C8)yW 十 x 一 一 个 平方 数 ， 


(MY+Z=—F = ATE RK. 
前 七 个 方程 较 易 求解 ,其 答案 是 ; 


W = 103664822, w= 72063604, 
X= 74605142, == 48932462, 
Y=7358060k , y=3515820k, 
Z= 41493872, z —5439213k. 


ik à BT RE BE BA. 24 8— 1 时 , 即 可 求 出 满足 首 批 十 


T 阿 基 米 静 牛 的 问题 是 中 国 数学 会 第 一 任 理事 陈 怀 书 先生 首先 引信 中 国 的 . 
其 时 间 在 本 世纪 30 年 代 , 见 靶 闭 作 f 数 学 游戏 大 观 }, 商 务 印 书馆 出 版 但 此 书目 前 
已 成 海内 孤本 . e aE aT e D 00 个 著名 数学 问题 ,历史 和 解 ?, 上 将 科技 出 版 
社 ,1982 年 第 1 版 .该 书 的 德 立 原版 在 上 海 图 书馆 有 收藏 , 书 名 Hundert berübmte 
Probleme aus zwei Jahrtausenden mathematischer Kultur. $8 E Heinrich Dorrie 著 . 
鞠 半 本 问题 的 最 新 进展 , 则 可 参阅 # 马 丁 * MS RAR. RA KRE — 
eH. 
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个 茶 件 的 最 小 解 ,而 得 牛 的 总 数 为 50389082 3k. SEHR A XE 2S 


条 件 的 古代 手稿 ,西西 里 岛 的 面积 为 6358400 英亩 ,养活 这 些 动 
物 是 可 以 做 得 到 的 . 

第 8 个 条 件 要 求 W X —17826996& EP EAR. AHA 
易 满 足 , 由 于 17826996£ BSP REN 4 - 44567492, RK 
没有 平方 数 的 除数 ,足见 必须 等 于 44567496 ,从 而 

W + X = 4(4456749) 2 = 794504465960047 
就 可 以 是 一 个 完全 平方 数 了 ,但 不 幸 的 是 ,了 十 2 一 
51285802909803 不 是 一 个 三 角形 数 . 我 们 可 以 回忆 起 第 18 章 
讲 过 的 内 容 , 三 佣 形 数 应 具有 nG HR D/2 的 形式 ,因而 必须 求解 
512858029098032 = n(n + 1)72， 


EA BMW D 8, 再 加 1, 可 得 : 
an? + dn + 1 = (2n + 1)! = 410286423278424 十 1 
= 4729494(9314€) + 1. 
HS 2 十 1 一 xs931 忆 一 ”我 们 即 可 得 出 
u — 47294941 = 1, 
它 是 一 个 佩 尔 方程 ,这 里 D=4729494, 没 有 平方 数 除数 ,而 v 应 


能 为 9314 BER. 
本 章 后 面 要 讲 的 过 分 数 法 可 用 来 解 此 方程 ,但 不 妨 请 读者 


略为 尝 点 味道 ,才能 知道 此 项 工作 之 艰巨 : 先 来 求 一 下 ， 


[250] 


/4729494 的 周期 ,然后 是 渐 近 分 数 的 计算 , 但 是 ,1889 年 ,无 视 
BEEKA A- H- 贝尔 (Bel) ,一 位 土 木工 程 师 , 以 及 在 
一 起 创办 佣 利 诺 州 希 斯 保罗 市 数学 俱乐部 的 两 位 好 朋友 胡 然 进 
行 了 计算 . 他 们 在 这 项 工作 上 花费 掉 四 年 时 间 ,终于 算出 了 足 足 
有 206531 位 的 数 : 的 左边 32 位 与 右边 12 位 , 这 一 + IB: 


34555906354559370506303802963617 
— 298 — 


nk WS 


* * x æ * 252058980100. 
iB IE BY HEE Te AE FERE. EP AB ESE A= 44567497 ,最 


后 结果 如 下 : 


W = E483 2:5: t —1596510804671144531435526194370 
* * * * * 385150341800, 

X= May 24-25 :—1148971387728289999712359821824 
* x % * * 899825178600, 

Y — BEAR 2; 4-393 = 1133192754438638077119555879202 
x x x * * 921175894000, 

Z — BAZ + HM 639034648230902865008559676183 
* x * * * 635296026300, 

w= Em REA = 1109829892373319039723960215824 
* * x * * 914059564000, 

a= Bay + E 753594142054542639814429119589 
* x x x x 238562645400, 

y= BES BE AE 3 = 541460894571456678023619942106 
* * * x * 608963218000, 

z= BP SES- 34 —837676882418524438692221984107 
* * * * * 116422113700. 

JB E —7760271406486818269530232833209 
*ok x * *7]945508]800, 

W HX = —^3E-3j = 2745482192399434531147886016194 
* ox ox * * 284975520400, 


W+X —1656949665133506668-- -- 357460163020, 
了 十 Z 二 一 个 三 角形 数 ,T 二 1772227402669540942128 
11555385 « * x x x 556471920300, 


V BT +1 = 3765344502347205884 7 + 363134961201. 


以 上 的 每 串 星 号 表示 206502 位 数码 , 带 有 星 号 的 每 行 数目 
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宇 共 有 206544 位 或 206545 位 数码 . 每 串 点 号 则 代表 103242 位 
i251] 数码 , 湖 点 号 的 这 两 行 各 有 103273 位 数码 . REST HER d 

字 占 1 英寸 地 位 , 则 每 一 个 206545 位 数字 将 大 致 长 达 二 英里 ， 
证 全 印 出 上 面 的 13 个 数 日 将 需要 一 本 2000 页 厚 的 大 书 . 半径 
千 于 从 地 球 到 银河 中 心 的 一 个 球体 也 只 能 容纳 得 下 这 些 动物 中 
旬 概 小 一 部 分 一 一 不 .即使 它们 是 最 小 的 微生物 ,甚至 是 电子 
刀 使 一 于 大 在 一 起 再 于 上 一 千年 ,能 否 完成 贝尔 的 计算 也 颇 成 
坷 题 . 然而 ,现代 数字 计算 机 在 -一 段 较 合 理 的 时 间 里 可 能 完成 此 
项 工作 . 

读者 在 看 了 上 面 这 一 段 以 后 , 俏 也 不 必 为 险 甸 德 及 其 萨 克 
各 成 士 的 阿 题 犯 杰 一 -其 答 数 比 上 面 的 问题 要 远 远 小 得 和 多. 

早 在 很 久 以 前 的 公元 800 年 左右 ,印度 人 就 懂得 怎样 解 僻 
尔 方 程 .但 一 直 要 等 到 伟大 约 数 学 家 拉客 朗 日 手 里 , 才 和 作出 了 完 
全 而 细致 的 分 析 , 醒 这 已 经 是 在 费 马 向 瓦 理 斯 与 勃 遍 克 两 先生 
提出 阿 题 之 后 110 年 了 , 后 面 这 两 个 人 只 是 部 分 地 解答 了 费 马 
问题 . 近 格 朗 虽 的 研究 确实 是 数论 领域 中 的 一 项 突出 成 就 . 印度 
A ES (Brahmagupta) E 4 5c 650 年 左右 曾 说 过 一 名 
话 :"* 在 一 年 里 头 能 解 出 方程 x* 一 92y: 一 1 的 人 是 一 位 数学 家 ,” 
在 那些 日 子 里 ,他 的 确 可 以 算 上 一 个 数学 家 ,因为 e=, y= 
120 是 方程 的 最 小 解 ， 

(8 £38 E — ERA MRR ERE c — D^— E189)—1H 
解 导 出 无 限 多 解 . p BED E 6 —Dy^ —1 的 最 小 值 , 则 
z—Dy -1-p' —Dg. 如 果 我 们 把 方程 的 右边 自 乘 到 = 次 舌 ， 
由 于 1 一 1, 当 然 其 结果 仍 是 1. 于 是 有 


x — Dy = (p? — Dg = 1, 


分 解 因子 ,得 
— 300 一 
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(a+ yDyyx — /Dy) = (p+ /DqY(p — /DoY. 
使 具有 同样 运算 符号 的 项 相等 ,得 ， 
rc {Dy = (p+ Day, 
z- ¥Dy = (Cp — Day. 
把 x. y 解 出 来 ,我 们 就 得 到 通 解 公式 ，; 


z= [tp +g DF + (p qg DY], (公式 1) 
y=[(ptav Dr tp qvDy /2vD, (公式 2) 


当 相继 取 值 1,2,3,… 时 ,我 们 就 可 以 随心 所 谷地 得 到 许多 不 
leat ES. 

例如 解 方程 r —2y =l tat, DEE S24 2H 1 
是 p—3.q— 2. 通 解 为 


zr—ÍG--2V2»y--G-22»]2, 
yc[a4-2V/2Y —G-—-2/2»]/242. 


3 a= 时 ,得 出 +=3,y=2, 这 便 是 第 一 个 解答 ; 当 n 一 2 时 ,x 
=17,y=12,90 177—2 * 122 - 3x FÉ BL RU L8 3 Bur 
—99,y-70,jifi 99 一 2，70: 一 1, 这 是 第 三 个 解 管 . 可 以 看 到 ,n 
增 大 时 ,x 与 y 的 值 增 大 得 非常 迅速 . 

类 似 地 ,zr: 一 Dy*== 一 1( 如 果 可 能 的 话 ) 的 解 也 能 求 出 ,但 这 
里 ,指数 必须 水 为 奇数 一 一 例如 , 令 它 等 于 2m 一 1. 在 P=2 
时 ,方程 —2y'——1 有 一 最 小 解 p= 1g = 1. 于 是 ,其 通 解 为 


工 一 [GT “2 了) 二 (一 23 /2， 
3 一 [(1 十 /2»"—-— 2yrya/2. 


当 m=1 Bt, $0148 xl 586 a= lye 1:325 m—2 时 ,一 7,y 一 
5,7—2- = —] Sow LS —3 85.041. y —29.41* — 
一 301 一 
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2:29 ——1] 是 第 三 解 ;……* 其 他 依 此 类 推 . 

计算 方程 -D= tl 的 最 小 解 , 星 然 工 作 量 有 时 也 相当 
可 观 ,但 实际 上 并 不 存在 真正 困难 . 许多 计算 家 们 已 把 结果 列 成 
表格 形式 ,一 直 算 到 很 大 的 五 值 .在 这 种 表格 里 , 是 不 含有 平 
方 数 因子 的 ,因为 平方 数 可 以 结合 在 y 之 中 . AORN JOSEP B 
z2 一 52372 一 1 的 解 , 因 为 可 将 原 方 程 改写 为 x 一 13t2y)? 二 1, 内 
要 把 方程 X'—13Y' —i 解 出 来 ,其 中 Y 的 偶数 解 就 能 给 出 我 们 
所 需 和 的 结果 . EÆM BS OL r'—92y'—1 中 ,满足 方程 — 
23y = L 的 y 的 偶数 解 就 能 得 出 所 第 结 果 . 


D r y D z ¥ 
2 3 2 30 11 2 
3 2 i 31 1520 273 
5 9 4 32 17 3 
6 5 2 33 23 4 
7 8 3 34 35 6 
8 3 1 35 6 1 

10 19 6 37 78 12 

11 10 3 38 37 6 

12 7 2 39 25 4 

13 649 180 40 19 3 

14 15 4 41 2049 320 

15 4 1 42 13 2 

17 33 8 43 3482 531 

18 17 4 44 199 30 

19 170 39 45 161 24 

20 9 2 46 24335 3588 

21 55 12 47 48 7 

22 197 42 48 7 1 

23 24 5 50 99 14 

24 5 1 51 50 7 

26 51 10 52 649 90 

27 26 5 53 66249 9100 

28 127 24 54 485 66 

29 9801 1820 55 89 12 


HO GRAB CS—DS—ia^ dee 
— 302 — 


D E 
56 15 
57 151 
58 19603 
59 530 
60 31 
61 1766319049 
62 63 
63 8 
65 129 
66 65 
87 18842 
68 33 
69 7775 
70 251 
71 3480 
72 17 
73 2281249 
74 3699 
75 26 
76 57199 
77 351 
78 53 
91 
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y I X y 
2 79 80 8 
20 80 9 1 
2574 82 163 18 
69 83 82 9 
4 84 55 6 
220153980 85 285769 30996 
8 86 10405 1122 
H a7 28 3 
16 88 197 Zl 
8 89 500001 53000 
5867 90 19 2 
d 91 1574 165 
936 92 115] 120 
30 95 12151 1260 
413 94 2143295 221064 
2 95 39 4 
267006 96 49 5 
430 97 62809633 6377352 
3 98 99 19 
6630 99 16 1 
40 191 291 20 
& 102 101 10 


IT BE 2 — Dy = 1 的 最 小 解 ( 续 ) 


在 品 与 满足 方程 的 数目 p,q 的 大 小 之 间 没 有 什么 关系 , 对 
EE DERN. p 可 能 很 小 ;而 对 于 下 一 个 DA END ee [253] 
出 奇 的 大 . 表 92 说 明了 这 些 变化 . 满足 方程 x 一 1620y:= 二 1 的 了 
只 有 3 位 :可 是 在 x 一 1621y: 二 1 里 , 它 况 有 76 位 之 多 ! 

BiC-F - 德 根 (Degen}) 作 出 计算 ,并 于 1817 年 刊行 的 已 
尔 方程 辞典 ) 收 入 了 方程 yx 一 Cx?=1 的 解 ,其 中 的 C 不 包含 平 
方 数 除 数 ,C 值 也 不 超过 1000. 此 书 经 过 许多 研究 者 的 校勘 与 
推广 ,并 对 一 些 位 数 极 多 的 特殊 D 值 ,计算 了 方程 x: 一 Dy:==1 
的 解 . 有 一 本 很 有 趣味 的 书 专 门 研究 这 一 课题 ,叙述 了 它 的 历 
史 Hic. Su 7 D=1501 到 2012 [DAR BEBREBE-E-SR 
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Ht ¥ ® 


44 Ra Whitford Br 4g 85 «RR 77 fe 3. 


HE 


T ¥ 
515 206 13 
1516 — 334949171001860160500111 860259161857394462507239 
891352199 8763290 
1516 3802792051 9671580 
1597  519711527755463096224266 130049860887907 722503095 
3853756384 4994 3026746249 04643908671520836229100 
1598 1599 40 
1620 161 4 
1621 629810181219373234303497 156429324369979112128445 
4500091 45781552994 230866 5833450983386 27552043874 
7051412857 35231016966512 824 108399177922442751050 
5001 500 
9781 4176253760754326696229155 481555989037307915758858 


514206437758064174686478 
4592070913311650531639277 
866110462913256334048166 
314000750317798423947586 
3532905235 68954482295429 
78234993801 


1769809679324 71259067113 
2180607164384 58121121697 
033150997478] 38226408634 
0937459934751 26174622767 
4749436227294 35256180363 
7330579140 


* 92 MARHE -D= 的 最 小 解 (很 大 的 慎 }) 

48 这 个 数 有 一 个 很 奇特 的 性 质 ,如 果 把 1 可 到 它 上 面 , 和 

数 将 是 一 个 平方 数 49; 如 果 把 1 加 到 它 的 一 半 上 去 ,结果 仍 特 

[255] 是 一 个 平方 数 25. 还 有 什么 其 他 数 也 有 类 似 性 质 呢 ? 设 此 数 为 

5 于 是 有 6 十 1 一 x, 儿 十 1 一 六 ,消去 6 后 ,可 得 x* 一 2y* 一 一 1， 

而 这 是 一 个 佩 尔 方程 . 从 最 小 解 z+ 二 1,y==1,8 二 9 出发, 我们 可 

以 像 以 前 那样 得 出 方程 的 一 些 其 他 解 , 表 93 给 出 了 显示 此 种 特 
蜡 性 质 的 前 9 7 5 fi. 

第 14 SHRINE T BAA m! — 8? 与 2mn 相差 为 1 的 

毕 氏 三 角形 , T EGER m — n — mi = +1, Bf Gn —22? — 26? = 

土 1, 耐 这 是 一 个 佩 尔 方程 . 相继 的 毕 氏 三 角形 可 以 交替 地 从 方 
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第 22 章 ARAB 


r x t v b-2v-2 
=r] 

1 1 1 1 ai 
7 5 49 25 38 
41 29 1681 841 1580 
239 169 57121 28561 57120 
1393 985 1940449 970225 1940448 
8119 5741] 45918161 32959081 65918160 
47321 33461 2239277041 111963852] 2239277040 


275807 195025 76069501249 38034750625 766698501248 
1607521 1136689 2584123765441 1292061882721 2584123765440 


X 93 r—2y—-—1mW 
fión—2)5—2n'- +) Bona) —-225— —1 分 别 导 出 .由 下 一 
2*1'——1.É n—l1.m—n-—l.m-—2. JC BR He 
3*--4* — 5* 的 两 条 直角 过 分 别 为 m —3.2mn-4. 而 从 3— 
2542: —-E1Nn—2.m-—-—3.m-5. Sit TB PEE ES IK — fade 
20' --21'— 29* 的 两 条 直角 边 却 是 m] —n*—21 与 Zmn — 20. 

BUT MRE 6-2. —1'P x 5 y GENES 


r—-[üOcé£2»Y-0O-2»y3, 

y-[(O-c-32rx—-23yj242. 
MGT AT ASR m=rty Sn Dal. HE LX SCKRI Xm 
— i! x? tay, Y —2mn-—2xyc2y.Z-—m twas H ayt 
2y, 它 们 是 毕 色 三 角形 的 三 条 边 ,最 后 我 们 将 得 出 ， 


r+] — — ir 
x Citi E 1) edo, 
Y, = (42 十 De 二 (L2 — 19%"! -lcax,. 
z= (4/2 + D7" + (V2 = De 
i 242 


这 就 是 第 MURPH EE fit EE ERI YRS ABS Rid 
一 305 一 
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多 半 是 在 大 吃 大 喝 之 后 但 总 算 尚 不 碍 事 , nS 见 过 自 
CER APA PRM Re RABAT BRE 
llf f+ (Maxfield Parrish i£ 3& A UTE RR? 与 此 相仿 ,人 们 在 
WAAR” “AS” ED RO T RS APTE REUS 
T. A CATH ESRR A EAA EI EE PH EIS. TESE Tn 
方 , 二 次 根 式 以 周期 链 的 形式 风行 一 时 . 

涉及 连 分 数 的 一 些 规 则 非常 笔 重 而 难 记 ,但 由 此 所 导 得 的 
结果 ,例如 佩 尔 方程 的 解 等 等 册 是 十 分 有 趣 的 ,这 就 充分 表明 了 
连 分 数 具 有 如 下 形式 ， 


a, 1 


a) + l 


1 


a, + a, on 


为 了 简便 起 见 , 通 常 也 可 记 为 ， 


1 l l a 
$t +a a + 


近年 来 它 有 时 也 用 (ai sr 103 24,577 KER. 

任何 数目 都 可 写成 一 个 简单 连 分 数 . 所 谓 “ 简 单 ”, 那 是 因为 
所 有 的 分 子 都 是 1. 当 数 为 有 理 数 , 即 可 表示 为 两 个 整数 之 商 
时 , 连 分 数 是 有 尽 的 ;但 当 数 为 无 理 数 时 , 连 分 数 出 现 周期 性 ,后 
面 这 一 点 与 无 理 数 的 小 数 表示 大 不 相同 一 一 它们 永 不 循环 . DI 
如 v3 是 一 个 无 理 数 , 它 等 于 1. 732051 ,不论 儿 少 位 数码 , 它 
都 不 会 出 现 周期 性 重复 ， 


用 了 连 分 数 之 后 ,有 理 数 各 可 记 为 
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[7 = 1 4 1 1 ,, 
alto poe T2 


甚至 数学 家 们 也 经 常 避 开 连 分 数 , 他 们 宁可 多 走 一 些 迁 回 
曲折 的 路 来 避 开 它 ,而 不 愿 深 入 渐 近 分 数 妖 怪 经 常 出 没 的 地 下 
WA. 我 们 当然 也 不 想 在 那里 逗留 而 只 是 急 急 忙 忙 地 过 路 LB 
不 时 要 同一 个 不 可 避免 的 妖精 跌 打 的 风险 . 

人 们 或 许 把 之 所 以 不 愿 使 用 连 分 数 的 原因 , 归 箱 于 分 母 的 


IB BUR GE. 例如 ,在 弓 的 连 分 数 表达 式 中 ,前 两 项 之 和 2 二 是 大 
于 个 的 ,因为 在 其 分 母 上 少 了 十 所 带 来 的 增 量 ; 另 一 方面 ,2 十 


1 1 。1 „p40 1 PER 
241-7? 3 却 又 小 于 本 ,因为 分 数 卫 在 其 分 母 上 又 少 了 二 这 


个 增 量 , 有 了 它 才能 使 分 数 比 2 二 小 一 点 而 比 2 二 大 一 点 . 现在 
总 算 安定 了 吧 ! 
如 果 我 们 过 到 数 驶 或 vI5 ,我 们 怎样 把 它们 展 为 连 分 数 
DE? 这 是 第 一 个 问题 
另外 ,有 理 数 的 连 分 数 表达 式 只 有 有 限 项 ,只 要 从 右边 化 简 
连 分 数 , 人 们 就 可 以 得 到 原来 的 数目 , 另 一 方面 , V15 之 类 的 无 [2s8] 
理 数 将 展 为 无 限 连 分 数 , 人 们 不 可 能 站 在 连 分 数 系列 的 尽头 进 
行 化 简 . 为 了 方便 起 见 , 只 好 从 第 一 项 开始 ,考虑 有 限 项 的 和 .这 
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样 的 “和 ” 称 为 渐 近 分 数 , 它 是 一 个 有 理 数 , 也 是 无 理 数 真 值 的 一 


个 近似 , 在 无 理 数 已 展 为 循环 连 分 数 之 后 , 嘿 样 计算 斯 近 分 数 ? 
这 是 第 二 个 问题 . 

这 两 个 问题 解决 起 来 都 很 费 手 脚 , 现 有 一 些 较为 简单 的 规 
则 可 供 使 用 ,以 避免 繁复 的 计算 . 但是, 人们 为 什么 要 自 找 麻烦 
呢 ? 那 是 由 于 崭 近 分 数 之 间 存 在 着 一 些 奇妙 关系 ,可 用 来 解决 诸 
ü119»—32y—]1 EE 175—133? — 1 EK — x e — IK E E ITE 
程 . 这 叉 是 一 个 实际 例子 - SE TL HR ACER SR DE JOD ERE ZR 
西 实 际 上 能 以 出 人 意外 与 美妙 的 方式 紧密 联系 , 为 了 领略 这 些 
工具 的 威力 ,建议 读者 在 往 下 阅读 之 前 , 解 一 下 较 简 单 的 二 次 不 
定 方程 x 一 211x’: 二 1 HERR. Tt 

在 连 分 数 的 分 母 土 不 断 增加 分 母 ,我 们 在 每 一 步 得 到 的 表 
达 式 ,将 是 交替 地 大 于 或 小 于 数 的 真 值 . 对 有 理 数 来 说 ,最 终 会 
到 达 其 真 值 ; 但 对 无 理 数 却 是 永远 到 不 了 . 不 过 ,在 每 一 步 , 渐 近 
分 数 将 越 来 越 接近 于 真 值 . 


Aff 


图 23 渐 近 分 数 越 来 越 接 近 于 真 什 
要 把 起 展 成 连 分 数 , 先 做 除法 ,得 出 3 25. NUR OON 
32 9 FF là ,2 
32 ,继续 做 除法 ,得 出 12. ERETTA D m2 
1 和 ,六 一 1 二 ,全 一 4. 每 一 次 商 的 整数 部 分 是 连 分 数 的 分 母 a， 


azraas***， 当 商 是 一 个 整数 时 ,运算 就 终止 了 . 于 是 a= 3.8; = 
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1.21—2.a,71:a5751.a«— 4. 


119 1 i 1 1 1 

32 3 FT ee eT el te 
由 于 119/32 基 一 个 有 理 数 ,因而 在 有 限 次 除法 之 后 ,整数 商 必 
然 要 出 更 . 倘若 我 们 从 32/119 开始 , 则 结果 将 是 ea 一 0,az 一 3， 
a57l.a,72,a,7].a4—1.a; —4. T 


32 


1 1 1 1 


1 1 
119 3--1--2-1!--144 
现在 来 看 渐 近 分 数 . 它们 可 分 别 由 过 分 数 的 前 一 项 ,前 二 
项 ,前 三 项 ,…… 求 和 而 得 . 相应 的 结果 是 371,471,1173,1574， 
26/7,119/32. 它们 交替 地 小 于 或 大 于 119/32, 每 一 个 渐 近 分 数 
都 比 它 的 前 ~- 个 更 为 接近 真 值 . 
由 前 两 个 渐 近 分 数 与 a; 值 求 第 个 新 近 分 数 有 一 个 简单 
得 多 的 办 法 , 那 便 是 应 用 公式 : 
l Pa = dnpr -i + pr-2s (公式 35 
Ga 一 Qnd ne 十 qa 【公式 A) 


(itn. Ede SS aa a 15/4 可 从 a, = 1. p= 110.4: 3. 
pi—4—1 算出 ; 

p=1*:1l1+4= 55, 

1 二]*3 十 1 二 44. 


第 一 个 、 第 二 个 渐 近 分 数 请/g pa 当然 不 能 从 其 前 两 个 
渐 近 分 数 算得 . 但 作为 其 蔡 代 办 法 ,任何 情况 下 都 存在 着 下 列 关 


qi = l, ĝi = a Ge = az, pr = aa, + d. 
E viri Bi PY Bae SP BK EE 
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a,/l 与 (ajay + 1) /a;. 


"p ULB AI E BS ET SEE DD BY — 3&9 BR 
& a 还 是 要 用 踪 法 算出 来 ,至 于 Beg; 以 及 一 系列 的 收 北 分 
数 , 那 就 可 以 用 递 推 公式 迅速 算出 . 

例如 我 们 要 把 426/359 展 为 连 分数 并 求 出 一 系列 收 禹 分 
数 . 首先 通过 除法 求 出 各 个 ea :然后 利用 公式 3,4, 造 出 表 94. 


6 7 
aa 1 5 2 1 3 1 4 
P. 1 $ 13 19 70 89 426 
Qa 1 5 11 16 59 75 359 

X94 把 426/359 展 为 连 分 数 
TE 
420 1,1 1 1 1 1 1 
359 5 十 2 十 1 十 3 十 1 十 4” 
而 各 渐 近 分 数 为 


1/1.,6/5,13/11,19/16.70/59,89/75,426/359. 
* * * 


由 二 次 不 尽 根 VD 展 为 连 分 数 并 由 此 求 出 各 个 收 铺 分 数 

的 步 又 要 长 一 些 ,但 由 于 从 收 伍 分 数 可 导出 佩 尔 方程 的 可 上 贵 解 
法 ,这 些 额外 劳动 还 是 很 值得 的 . 此 时 ,各 渐 近 分 数 加 /79, 仍 可 
从 ay,azras,"… 进 行 计算 ,使 用 的 公式 与 有 理 数 的 情况 完全 一 
样 . 但 各 个 a 的 定义 有 所 不 同 ,它们 的 计算 需要 另 一 套 公 式 , 并 
包括 两 个 额外 引进 的 数量 三 与 急 , 其 定义 如 下 : 

P,—0, 

& =l, 

a, 是 YD 的 整数 部 分 ， 
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P, = ajs 

Q, = D— ai. 

P, S a, Q — Pao, (公式 5) 
Q. = (ID PEQ CX 6) 


a, 是 (ai + PQ, 的 整数 部 分 . 
为 了 方便 起 见 , 这 里 把 公式 3,4 重复 一 下 ; 


P. = By Pa) + Pro 
g. = Anant Tq 
qd = l, Pi = a qs = às. P? = aga, + 1. 


利用 这 些 公式 .规则 ,我 们 即 可 把 v23 展 为 连 分 数 ,并 造 出 表 
95. 


ajl 2 3 4 5 6 7 8 9 19 
P.|O 4 3 3 4 4 3 3 4 4 
Q|1 7 2 7 1 7 2 7 1 7 
a,| 4 1 3 1 3 1 8 1 
pal 4 2 19 24 211 235 916 1151 10124 11275 
g| 1 1 4 5 44 49 191 240 2111 2351 
Ros 把 / 五 展 为 连 分 数 
TRO 
Gaul olo lol 1 oi 1 1 lo. io. 
BOAT LEAT AEI HIHI + 84+ 1+ 424 7 


我 们 对 pog MARL MEBRE TT ED. a 与 PU 
过 是 到 达 终 点 的 工具 ,就 像 是 稻 这 一 样 要 被 风 刊 走 , 剩 下 来 的 内 
是 有 营养 价值 的 谷 粒 pog 与 Q. 连 分 数 里 头 有 两 个 十 分 重要 
的 关系 式 : 
P4 — Pa-idr = (— 1)", (公式 AD 
p? — Dë = (— 1)"Q,,. (公式 B) 
— 3H — 
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用 公式 A 可 解 线性 不 定 方程 sr 一 如 一 土 1; 用 公式 百 则 可 求 出 
佩 尔 方程 x? — Dy’ = c1 的 解 . 解 线 性 方程 时 ,可 先 把 o/b ROS 
连 分 数 , 则 从 最 后 -一 个 算 起 ,倒数 第 二 个 渐 近 分 数 (p,.1)/(g。.1) 
的 分 于 p. 就 是 y BNE g- E r 值 , 最 后 一 个 渐 近 分 数 
Pel dn RE a/b KB p aig, —b. 

it FR] BORAT L192 —32y — 1 BERR. 我 们 在 上 文 
CAE 119/32 展 成 连 分 数 , 并 发 现 第 五 个 , 亦 即 倒数 第 二 个 渐 近 
分数 是 26/7. 于 是 po = y 26.4, 一 一 7, 并 且 119 + 7— 32 
«26 (—1)8= +1, 

其 他 解 可 在 表达 式 w= 74+32K 5; y=26+119K 中 指定 下 为 
任意 整数 秆 而 得 . Pon. A= 1 时 , 便 得 z=39,y 一 145, 且 有 119 
+ 39—32 * 145=1. 

ERİM 322 — 119 — 1 开始 , 则 我 们 可 在 32/119 的 连 分 
ROB RPOR MY p 7— yga = 26 — x LE 32 * 26—119* 
T= =+ 为 了 得 到 结果 为 十 1 的 解 ,可 在 每 一 项 上 乘 以 
一 1 , 即 


32( 一 26) 一 119( 一 7) 一 十 1 


记 住 一 26 十 119& 是 的 通 解 式 , 而 一 7? 十 32& 是 y 的 通 解 式 ， 
由 此 即 可 获得 正 整 数 解 . SK — 1. 093. y 725. B. 32 * 93 
— 119 * 25—1. 

f ER PETS SET E ax — by — 1 时 ,也 可 类 似 地 进行 . 

* * * 

现在 回 到 公式 B, 我 们 可 前 过 表 95 来 验证 这 个 关系 式 . 例 
3H ,n-—28]. p = 5.q:—1,Q —2. KA 5: 一 23- 1'- 4-2. 再 看 
n=5, M] 5; —211,04,— 44,Q, — 7. FUB Æ R 2117—23 + 44 — 
—7.35 Qu = +1 时 ,我 们 即 得 出 著名 的 佩 尔 方程 ， 


pi — Dë = (— 19") (AKC) 
— 312 — 


R28 KGB 


或 下 更 简单 地 写成 
x — Dy = (— 1)" =41. 


CH) » BOL. SF 1 的 那个 下 标 值 . 数 DD 是 设 定 为 除 1 外 
不 含 其 他 平方 数 除数 的 , 若 玄 原 来 含有 的 话 , 则 可 视 为 包括 在 
y 中 的 一 部 分 而 除去 ， 

表 95 显示 出 ;在 a 等 于 a 的 二 倍 以 后 , 表 中 的 ap SQ, 
出 现 周期 性 重复 现象 ,这 情况 永远 为 真 . dI) Q WH. BQ, 于 
是 永远 欧 于 1. 例如 ,在 表 中 .可 以 看 到 4a; 二 8, 它 是 a 二 4 的 二 
售 ; 于 是 as 同 a; 一 样 ,ar; 同 as 一 - 样 ，…… 如 此 等 等 . 另外 还 有 
Q. —1. 从 而 pi— Dgi—24:—23* —-C—1XY— 1L BF OQ, 也 等 
FI. FÆ pi Dqi—1151:—23 + 2405 = €— D* = +1; f E. 
Quo Quir Ou BSA AA Q &&est r 项 就 周期 性 地 取 
1 值 ,于 是 我 们 可 把 公式 C 推广 为 如 下 形式 : 

pa — Dg, = (— 1)”, CD 
IX Hk FSFE LIE BH. 

此 式 表 明 ,r WF BUY 2? — Dy? = +1 R Ds] 的 
解 可 分 别 从 被 选 为 偶数 或 奇数 而 得 出 .但 车 + 为 偶数 , 则 没有 
一 个 值 能 使 指数 成 为 奇数 ,因而 在 那 种 情况 下 ,方程 c — Dy 
一 一 1 X. 

作为 实例 ,让 我 们 来 看 方程 x* 一 13y:= 一 1, 首 先 通 过 列 
表 , 把 与 v13 有 关 的 数据 都 算出 来 . 接着 ,算出 新 近 分 数 ps /gs 二 
18/5, 以 及 Qs 一 1, 


m 
- 
的 
b 
- 
2 
一 
= 


5 

1 3 3 1 2 1 
4 1 4 3 3 4 
1 1 

$ 119 137 256 393 649 
33 38 71 109 180 


he 的 


-— 


3 4 
1 2 
3 3 
] 1 
7 1 1 
2 3 9 
96 把 v13 展 为 连 分 数 
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于 是 p -134£2518 —13* 5! (C-1)5—€— D. 然后 我 们 应 
用 公式 了 , 令 关 为 任 -- 偶 数 , 璧 如 说 上 一 2. 于 是 有 
pis — 139 = (= D= l; 
而 事实 上 的 确 有 : 
649 一 13 * 180? =+ 1. 


另 一 方面 ,方程 x* 一 13y’: 二 一 1 的 解 也 可 从 为 奇数 时 导出 ; 璧 
如 说 站 一 1 时 ,从 关系 式 18: 一 13，5: 二 一 ] 可 以 立即 把 解 写 出 
x. 
RE ESIC BARRED E BUT BB 

分 已 经 提 到 过 的 方程 X —211y,—1 T. B AEG IE 2118938 
近 分 数 ,还 得 有 充分 耐心 ,因为 Q,..=1 "TREMIEESEGR —— (Hit 
放心 , 它 终 究 是 会 来 的 .+ 

由 一 般 关系 式 pi 一 De 二 (一 1):@,41 可 导出 方程 x 一 Dy: 二 
tc 的 解 ,但 < 必须 小 于 VD ,而 且 c HA MOPAR PH 
期 里 头 的 某 个 ,由 此 可 见 ,D 与 c 并 不 能 任意 选取 ,车 c> 
AD , 则 解法 就 显得 相当 复杂 ,大 们 还 是 暂时 退却 一 下 为 好 , 克 
里 斯 多 的 代数 教科 书 将 为 大 无 点 的 数学 西 格 厚 里 德 
(Siegfried) 吕 熔铸 宝剑 来 进攻 妖怪 ,但 车 已 知 其 一 个 解 , 则 可 以 
算出 其 他 无 限 多 解 , 但 不 像 方 程 右边 为 土 1 时 那么 轻而易举 . 

LA — 88 X9 SERI RE x: 一 Dy?= 土 1《 称 为 右 端 是 单位 形 
式 的 方程 ) 的 任 一 解 . 然后 适当 安排 乘积 各 项 , 即 可 得 出 所 需 的 
其 他 解 . 若 pg 满足 方程 Dy = e Re M r 满足 方程 
Tz: 一 Dy 二 十 1 或 一 1, 那 就 有 


中 Pi EU DER DERE 13 世纪 初 民间 史诗 { 尼 伯 龙 根 之 歌 } 中 的 英雄 人 人 御 , 能 
搞 妖 降魔 . 巨 格 纳 为 此 而 创作 了 歌剧 . 一 一 译 者 注 , 
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(pg 一 DPIC? — Ds) =+ eB — 3 
jt Ase HP RS. TS ed 
(pr + Das¥ — Dips 士 qr ate Hc, 
3 58] oF : 设 要 求 出 
z 134° 一 十 3 
的 好 几 个 解 , 先 看 表 96, 由 于 3 是 久 , 中 的 一 个 ,表明 它 蚌 有 解 
的 ,最 小 解 是 由 一 13。1: 一 3. 另外 ;前 已 说 过 .方程 —13y'- 
十 1 的 最 小 解 是 649 —13 * 180 —+1, Mi p=—4.g=1.r= 
649,* 一 180, 并 有 加 下 关系 式 成 立 : 
(4 *649 + 13*1* 180)? — 13(4 * 1802-1 * 649)? = 3, 

由 此 可 得 

4396? — 13 - 1869? = 3 
以 及 

256: — 13-71? = 3. 
另外 ,从 关系 式 7-13 + 2- 308 X E B R 96) 以 及 64 凡 一 
13 * 180? — +1 可 以 推出 

9223* 一 13 + 2558 —— 3 

n E 

1377 — 13+ 38? 一 一 3. [265] 

利用 右 端 为 负 的 单位 形式 ,再 结合 考虑 18 —13 * 5^— —1, 

4: 一 13*， 1 二 十 3 两 关系 式 , 妈 可 导出 

137? — 13 + 38 一 一 3 
LA 

7—13-235 —— 3. 
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若 将 负 单 位 形式 与 7 一 13 :2:= 一 3 结合 起 来 考 虚 则 可 得 出 
256 — 13+*7]*= 二 十 3 

HA 4—13*124 3. 
Kt Eg k— 9), AL SE BUE CB 3e TER (8 BH. fbi de t.e 
euo seb. 

在 公式 5 SHLAA RAK Q= (D— PD/Q...n[RiiE 
R DHH- RIPE ARR EWE 21 章 中 讲 到 的 ,这 个 信息 在 
把 数 五 分 解 国 子 时 可 能 相当 有 用 .把 上 面 的 表达 式 去 分 母 , 可 
得 

Pł— D= -Q.Q 1* 也 就 是 P= Q, mod D. 


EERE. -QQ E DD 的 一 个 平方 剩余 . 担 我 们 回想 起 QQ fü 
ST 1; 因此 一 Q; 应 是 DD 的 一 个 平方 剩余 , 同样 ,一 Q:Q@; 也 是 
平方 剩余 BLUR — Qu 是 个 平方 剩余 ,可 见 Q 肯定 也 是 . 最 后 的 
结论 是 ; 带 有 奇数 下 标的 一 切 @ 以 及 带 有 偶数 下 标的 Q 的 相 
RERE DH FARR. 

可 以 把 上 述 规 则 应 用 到 表 oe 中 由 VISAS OQ (B. 
HAO. —1,Q.—4.Q.—3.Q,.—3.Q:—4.,Q.— 1, 99, i 1, 
3,4,—4,—3, —1 统统 都 是 13 的 平方 剩余 . 但 要 注意 ,这 个 方 
法 并 不 是 水 远 都 能 给 出 某 个 模 数 的 全 部 平方 剩余 的 ,譬如 说 ,应 
用 表 95 只 能 得 出 模 23 89 11 个 平方 剩余 中 的 3 个 ,但 对 位 数 众 
多 的 很 大 的 D 来 说 , 它 毕 况 能 况 提 供 个 数 足够 多 的 , 较 小 的 平 
方 剩余 数 ; 而 这 已 经 可 以 极 大 地 减轻 把 D. 分解 为 质 因 数 的 沉重 
负担 . 另外 ,也 不 要 忘记 ,作为 真正 的 平方 剩余 , 求 出 来 的 每 个 
@; 值 都 应 当 与 人 D 互 质 , 所 以 ,用 这 种 方法 求 出 的 任何 @ 值 都 必 
须 经 过 互 质 性 测试 . 

在 求解 线性 与 二 次 丢 番 图 方程 时 表现 出 来 的 优美 与 用 处 ， 
以 求 在 分 解 因数 时 连 分 数 所 能 提供 的 帮助 ,我 们 已 经 讲 得 足 驶 
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多 了 . ERM ARCOM WX SCEE JULI ERO EZ. 
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OF Ut Fe PUE CLE XEJLOE- JO HEALALISUE s E E i9 
前 哨 阵 地 . 我 们 的 周围 全 是 形状 怪异 , 莫 可 名 状 的 模糊 阴影 , 暗 
无 天 日 - 秽 密 而 穿 不 透 的 大 气 形 成 了 三 元 二 次 型 与 四 元 三 次 型 ， 
这 里 ,导游 服务 是 绝对 必要 的 ,我 们 的 一 大 堆 问题 几 平 把 他 沥 
没 . 他 告诉 我 们 一 些 王 国 领导 人 的 名 字 , 最 前 头 的 是 拉 格 朗 日 与 
勒 让 德 ,接着 是 令 人 敬爱 的 卡尔 ， 弗 里 德 列 希 ， 高 斯 ,我们 也 听 
F) T MBS (Dedekind) 5j WHA (Klein) f] 26 — A8 Pe qoe 
(Poincaré MBA SE, c AH E SE (Dirichlet) , JE KR Her- 
mite), XE BH JE FC Kronecker). SIL 3E (Cayley). HE Hf th, E a Hn 
(Smith SA Hit sR NRA Sic Tee. qiii] 
EERS. 

导游 所 使 用 的 词汇 也 使 我 们 感到 迷惑 不 解 一 一 自 形 与 多 
形 , 单 形 与 示 性 数 ,正常 与 异常 等 价 关 系 ，…… Wr ie SEAR de BL E 
LT fal BESSER M ee E. 

JE ABE RFS TERR RR AS ER SEE 0r 5 SPE 
有 的 数学 分 支 中 都 有 它 的 衍生 物 . 在 我 们 的 简单 游历 中 只 能 介 
绍 一 些 最 粗浅 的 内 容 . 

现在 先 取 一 个 两 平方 数 的 和 ， 例如 1 1? nm 5. 把 此 数 乘 以 
另外 两 个 平方 数 的 和 ;例如 2 十 7: 一 53. MISE 265 也 是 两 平方 
数 之 和 , 即 1652-3 或 12^ - 1I". 平方 和 与 平方 和 的 当 积 仍旧 是 
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平方 和 : 
(x? 十 Je 十 本) = (ax t+ byt + (br ayy 
= (ar — by)? + (bz + ay’. 
婚 生 子女 能 继承 他 们 父母 的 气质 ,数学 上 这 种 例子 很 多 ,以 上 仅 
其 一 例 而 已 . 
更 值得 注意 的 是 三 项 式 的 关系 , 它 包 含 了 上 例 为 其 特 款 . 即 : 


Gr? + azy + by DC? + atu + bu?) = r? + ars + 6s. 


Heb 是 给 定 的 常数 , 它 告 诉 我 们 ,如 果 M 与 NN 可 分 别 表 示 
为 tary tby 5 r +atu tbu, 则 总 能 找到 两 个 整数 rs 以 
EBRR MN $T tars +h. 这 两 个 整数 可 从 下 列 关 系 式 
中 求 出 : 


r = xt — byt, 


s = yi + ru + ayu. 


设 r=4,y=3 =u lab PRA? 5 5M MSH +e 
3+5 + 3!—145,N —2^--7 * 2° 19-5 1 一 23. 于 是 MN=145 
- 23— 3335 M E% RT a SETS] EE ob 与 r,s 来 表达 . (这 里 ,r 
—4*2—5*«8*«1——7,5—3* 2+4" 1+7 + 3* 1—31. EXE 
是 (一 7)? 十 7( 一 7)(31) 二 5， 317. 

第 22 章 中 讲 到 佩 尔 方程 


x*— Dy! = ]. 
由 此 类 方程 的 两 个 解 ,通过 如 下 关系 式 
C2? — Dy?) Gri — Dy = Gron + Dy y! — DG yide ry Y= 1 


可 求 出 其 解 . IX X Rd XUL. RAE RYT EXEAT 
积 依 然 能 得 出 同一 形式 的 表达 式 . 例如 从 佩 尔 方 程 的 两 个 解 € 
一 15 。 413 一 1 以 及 31 一 15。 鱼 一 1 ,可 以 得 出 另外 一 个 解 ， 
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244* 一 15。63: = 1. 
下 列 关 系 式 同 祥 也 成 立 . 即 : 


Gri — Dyer} — DyD 
= (a2, 一 Dy — DG y, 7 xy 


类 似 地 还 有 ， 


Gri + DyD Gi + DyD 
= Gnade Dy y; Y + Dir y, -= Xy). 


ZERE aa? d -bxy ey 已 投入 很 大 力量 并 引起 广泛 注 
意 ,因为 通过 它 可 以 判定 能 表示 成 此 种 形式 能 否 分 解 因子 ,或 者 
认定 它 为 素数 . 我 们 已 经 知晓 ,如 果 一 个 奇数 只 能 用 一 种 方法 表 
为 两 个 互 质 的 平方 数 之 和 , 则 它 必 为 素数 或 素数 的 某 次 滋 方 . 第 
21 章 里 头 已 讲 过 , 当 一 数 N 能 用 两 种 或 更 多 种 方法 表 为 两 个 
平方 数 之 和 ,或 者 N 能 用 两 种 或 多 种 方法 表 为 说 十 Dy 时 ,如 
MIEN 分 解 因 子 的 办 法 . 这 些 方法 可 以 通过 深奥 难 解 但 却 引 人 
入 星 的 思索 而 进一步 大 大 扩展 . 

如 果 数 N 只 能 用 一 种 方法 表示 为 x 十 Dy',x 5D)SS 
W.B D 不 超过 10, 或 者 对 其 些 较 太 的 五 值 , 则 太 必 为 一 个 素 
数 ,或 素数 的 乘 震 ,或 上 述 数量 的 二 属 . 换言之 , 若 一 合 数 能 表示 
4a'+ Dy. Hep 2? 5 Dy BR. Du 10.9 4^ 7d 
一 种 方法 来 把 该 台数 表示 为 上 述 形 式 .例如 D— 7.75. y—3 
Hd N-5'-7-3'—-88.B T 88 是 合 数 , 且 5 57-3 WR, 
则 订 以 背 定 至 少 还 有 一 种 方法 把 88 表示 为 一 个 平方 数 与 另 一 
平方 数 的 七 倍 之 和 . 实际 上 也 确 乎 如 此 ,这 是 由 于 88 — 9^7 > 
1i md. 如 果 我 们 另 取 一 数 兰 十 7。 3 一 127, 并 已 知道 127 是 个 
率 数 , 则 我 们 就 可 以 肯定 ,再 也 不 存在 另外 一 种 办 法 来 把 此 数 表 
示 为 x: 十 7y 的 形式 .再 看 一 例 ,14= 3 十 5。12, 尽 管 14 是 个 合 
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数 ,但 它 却 是 某 个 素数 的 二 倍 (14 王 2. D.BEEDERE T EER 
种 办 法 可 把 它 表 示 为 r +5y’ 的 形式 . 

即便 是 合 数 , 它 仍然 只 能 存在 一 种 方式 把 它 表 示 为 zx? 十 
Dy? 的 形式 ,了 DD 的 这 种 最 小 值 是 11. 此 时 ,不 论 该 数 是 否 为 素数 ， 
素数 的 乘 幕 ,以 上 数量 的 二 倍 ,以 及 两 项 是 否 互 质 . 此 等 因素 ,对 
它 全 无 影响 . 例如 ,在 69 一 5 十 11. 2: 中 ,两 项 是 互 质 的 ,69 并 
非 素 数 或 素数 的 乘 震 :可 是 不 存在 另 一 种 办 法 来 把 69 表示 为 
ric115. 

34 — dE Pr ELSE FH — BP IRR c^ + Dy? OX x Dy BY, 
称 之 为 单 形 ;表示 法 不 止 一 种 时 , 称 为 多 形 . 3S lb. BMRA 
65 个 D 值得 以 断定 , 旦 单 形 的 数 必 为 素数 ,素数 的 冬 矫 ,或 以 上 
各 数量 的 二 倍 ， 

3 97 中 给 出 的 这 65 个 正 整数 称 为 “ 示 性 数 ”. 在 100,000 
以 下 ,再 也 没有 别 的 未 性 数 了 . 对 表 中 没有 列举 出 来 的 忆 值 , 例 
如 11,14,17,19,20 等 等 , 数 r + Dy 即使 是 单 形 或 侣 数 , 仍 有 

[271] 可 能 不 是 素数 的 乘 宕 或 它 的 二 售 . 


1 16 48 120 312 
2 18 57 130 330 
3 21 58 133 345 
4 22 60 165 357 
5 24 70 . 168 385 
6 25 72 177 408 
7 28 78 190 462 
8 30 85 210 520 
9 33 88 232 760 
10 37 93 240 840 
12 40 102 253 1320 
13 42 105 273 1365 
15 45 112 280 © 1848 
3 97. 正 永 性 数 


在 判定 一 个 数 是 否 率 数 时 , 示 性 数 是 很 有 用 的 . 例如 我 们 已 
通过 什么 其 他 办 法 ,把 数 N 一 1132861 表示 为 1043: 十 93 - 22*. 
由 于 93 EER PH REM, PUN 不 能 用 其 他 方式 表 
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RH x +93y WE Be fe SCR RRR TER. 若 将 N BR 
以 93, 得 商 12181 2- 3X XE HH. v 不 可 能 大 于 12181 的 平方 根 , 亦 
Bp 110. 这 样 一 来 就 易于 查验 清楚 ,不 可 能 有 ry HAI 
足 上 述 表 达 式 ,于 是 就 能 断定 N 必 是 一 个 素数 或 素数 的 某 个 方 
P. (AG 93 不 是 示 性 数 . 那 么 即便 N 是 单 形 , 仍 然 不 足以 判定 

某 些 整数 N 能 同时 表示 为 对 一 5 Dxi— yi 两 种 形式 . 
这 种 数 称 为 “ 反 形 数 ” 使 其 为 可 能 的 五 值 是 那 种 能 使 侯 尔 方程 


ti — Dy =— l 


FR DA. Bln. h FT atly sl 有 解 ,性 何 一 个 可 表 作 
2! —13y! 的 数 肯 定 也 可 表示 为 ri yi. AF rimy = —1 无 
解 ,所 以 2? — 7," 不 能 转化 为 7Tx1— yi. tEBE CIE BS TROC T , 它 可 
以 通过 了 以 下 关系 来 实现 : 
N = t — Dy =— (x — Dy»ouxi- Dy) 
= Dry, — yr) — Gaz, — Dyy,Y 
= Doy, + yr — (rx, + Dyy Y. 
EAER 2, 918, y,—5 FE 2-139 = —1889 — T FRE. 
MR N-5-—13*1'—123X8 x—5.y—1 ,我们 可 把 N SRR 
X. 
1365*5— 1-18 — (18*5— 183* 1 * 5»? 
= 13+ 7% — 25 


1365-5 + 1-18)? — (8*5 c 13:14 5 
= 13 + 43? — 155'. 
当 给 定数 N 的 组 成 全 然 不 清楚 时 ,即使 是 一 个 指定 数 ， 
RREN ERI c Dy! 还 是 c — Dy RFR ERI 
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车 DD 是 示 性 数 , 而 已 知 N 为 素数 .上 述 判定 可 利用 基于 平 
方 剩余 原理 的 规则 . 数 的 “线性 ?形式 指出 了 这 一 可 能 性 . 表 98 
中 给 出 了 不 超过 19, 且 不 含 平 方 数 除数 的 DD 值 ,两 类 形式 都 齐 


€T. 
D 线性 形式 二 次 形式 
1 4K+1 rty 
2 8K-cL3 z+ 2y 
3 6K+1 zit By 
5 20K +1,98 a+ oy 
6 24K+1,7 at oy? 
7 FAK +1,9,11 x+y 
10  40K-r1,9.11.19 z'L105 
13 52K 0 1.9.17.25,29.49 x 13y* 
15  30K-F]1.19 q+ 15y 
一 ] 4K+1 Fes 
一 2 AK 土 ] 一 上 
一 3 12K +1 xi— 3y 
一 5 10K+1 a? — Sy" 
— 6 24K+1,19 ri—6y 
一 了 28K 1.9.25 t— 7y" 
一 10 40K41,9 az — 10y? 
-11  44K-F1.5.9,25.37 z5—]iy 
—13 26K+1,3.9 az5—]3y! 
—14  56K-F1,9,11:.25,43.51 liy? 
—15  60K--1.49 x5—15y 
一 17 34K 1,9.13.15 x—17y! 
一 19  76K3-1,5,9,17,25,45,49,61.73 z’—19y" 
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设 我 们 想 测试 一 下 ,把 素数 151 表 为 27^ 的 可 能 性 ,我 

们 可 以 先 用 14 去 除 它 ,得 出 余数 11 ,从 而 151 是 14K +11 形式 

的 数 ;由 上 表 可 知 , 它 肯 定 可 以 表示 为 十 7y 的 形式 . 实际 情 

况 也 确 平 如 此 ,因为 2+7. 1 — 151. 再 来 看 素数 79, 它 能 否 

de s —5y 的 形式 呢 ?由 于 79 是 10K 一 1 形式 的 数 ,因而 由 表 
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Op) it EAS FAY EERE 18—5* 7—79 即 是 其 解答 ， 

工 次 形式 的 理论 使 大 们 得 以 判定 :和 具有 给 定形 式 的 数 的 除 
数 有 什么 可 能 形式 . 例如 ,我 们 已 经 发 更, 两 个 互 质 的 平方 数 之 
和 的 任 一 国 子 也 是 两 平方 数 之 和 ., 2E (08 257 以 及 22? t 
y 的 除数 也 具有 类 似 性 质 , a? +3? 与 其 反 形 3x* 十 > 的 任 一 奇 
除数 也 都 是 这 样 ,此 断言 对 x? Sy’? 与 5y: 一 x?: 也 成 立 . 

fr 18000001 等 于 2<3000)?: 十 1: 因 此 它 的 任何 一 个 素 除 数 
ESRB ty 的 形式 或 其 反 形 + oy’, X 98 已 告诉 我 
们 ,二 次 形式 为 xz! 十 2y: 的 素数 ,其 线性 形式 应 为 8K 十 1 或 8K 
4-3. 这 样 一 来 ,在 寻找 18000001 的 可 能 除数 时 ,凡是 8K 十 5 或 
8& 十 7 的 素数 即 可 立即 排除 . 这 样 就 削减 了 一 半 的 工作 量 . 经 
测试 后 ,此 数 的 两 个 素 除 数 果然 是 3307 = 二 4 十 2，277 以 及 
5443—497* 4-2 + 39:, ERER E BK --3 5 x 十 2y 两 种 形式 
的 数 . 


有 些 自然 数 可 以 用 几 种 办 法 表 作 同 次 矢 的 和 . 第 15 章 我 们 
已 对 表示 为 两 个 平方 数 之 和 的 情况 作 了 充分 讨论 . 但 对 表示 高 
次 塞 来 说 ,相应 的 数学 解析 远 非 易 事 . 能 用 两 种 办 法 表示 为 两 个 
立方 数 之 和 的 最 小 者 是 

1729 一 1° 十 12? = 8? + 10°. 
而 能 用 三 种 办 法 表示 为 立方 和 的 数 , 下 面 的 数 175959000 可 能 
是 最 小 的 ， 
175959000 = 70° + 560? = 198° + 552! 一 315° + 525°. 


在 小 于 100,000 的 自然 数 中 ,只 有 10 个 数 能 用 两 种 办 法 表 为 两 
立方 数 之 和 . 而 用 两 种 途径 表 为 四 次 方 和 的 ,下 面 的 数 也许 是 最 
Ay; 
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635318657 = 59* 十 158' = 133' + 134". 


ERER ie ea? tiry tey "PS RR a,b,c 是 
ASSN. CIRERARAY LRL ie AL TRUE 
OS CS LBS EP BLESS mE FT BASES SEE. 不 过 ,我 们 
必须 匆忙 赶路 ,前往 我 们 旅程 的 终点 . 熙 为 .过 分 去 想 那 种 形态 
的 事情 ,会 把 自己 的 思维 搞 得 七 颤 八 倒 . 
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我 们 即将 到 达 数 字 王 国旅 游 观 光 的 最 后 一 站 , 在 世上 最 陪 
明 , 计 谋 多 端的 数学 家 也 未 能 攻破 的 一 座 石头 城 前 面 道 声 “再 
会 ”伟大 的 法 国学 者 费 马 说 他 已 经 打开 了 城墙 的 缺口 .但 一 些 
数学 家 们 不 以 为 然 , 尽管 如 此 , 费 马 的 处 世 为 人 是 少 有 的 正直 无 
NK. 凡是 他 声称 他 已 经 证 骨 过 的 定理 没有 一 个 道 到 否定 . 唯一 的 
PRAT EA BER Ais RS OS ERE, iS EE fr 
事实 遭 到 了 后 人 的 否定 ,即便 如 此 , 费 马 当 时 也 讲 得 清 清楚 楚 : 
他 并 未 找到 足够 的 证 据 . 

费 马 收 藏 了 一 本 丢 番 图 的 数论 著作 ,在 书 的 边缘 上 做 了 许 
多 批注 . 他 在 有 关 标 题 “ 把 一 个 平方 数 分 成 两 个 平方 数 之 和 ”的 
某 一 页 上 写 下 了 批注 ;“ 反 之 ,不 可 能 把 一 个 立方 数 , 分 解 成 两 个 
立方 数 , 也 不 能 把 一 个 四 次 方 数 分 解 成 两 个 四 次 方 数 . 一 般 地 
说 ,除了 二 次 方 以 外 ,不 可 能 把 一 个 隧 宪 分 解 成 两 个 同 次 构 之 
M. 对 此 ,我 已 找到 了 一 个 奇妙 的 证 法 , 不 过 , RMU. A 
纳 不 下 . ”后 人 多 人 么 希望 , 巴 舍 *Bachet) 所 译 的 这 部 丢 番 图 著作 
边 页 能 遂 加 宽 一 些 ,或 者 费 马 的 话说 得 更 加 “开门 见 山 ” 一 些 ,不 
X iube e rete. 

费 马 的 话 意思 很 清楚 ,* KF Oa +y=2" 是 没有 整数 
或 有 理 数 解 的 . 他 曾经 打算 写 一 本 书 , 讲 一 讲解 决 数论 侣 题 的 狸 
特 方 法 ,但 对 任何 人 都 不 肯 稍 稍 宽 限 的 死神 来 把 他 叫 去 了 . 费 马 
何以 能 得 出 这 一 结论 ? 后 人 找 不 到 片 言 只 语 ,蛛丝马迹 . 不 管 后 
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来 者 们 如 何 坚持 不 情 , 放 孩 以 求 , 喇 题 却 是 始终 解决 不 了 . 方程 
"十 六 二 2" 称 为 费 马 的 “最 后 定理 ”大 定理 )* 既 不 是 因为 它 错 
出 头 来 却 叉 究 无 下 文 , 也 不 是 费 马 所 发 表 的 最 后 一 个 定理 ,而 是 
在 他 提出 来 的 众 名 定理 中 ,最 后 一 个 无 法 证 明 也 不 能 否定 的 命 
in. 

费 马 为 人 诚实 ,名 声 极 好 ,因而 确实 有 人 深信 他 有 过 一 个 证 
法 . 费 马 生平 只 有 一 次 还 误 ,他 曾 认 为 2* 十 1 恒 能 得 出 素数 ,但 
IFE r EER ROS AEGA LS 17 EO. 但 即便 是 这 
些 例 外 情况 也 其 能 加 强 他 的 诚实 "信誉 ,因为 费 马 曾 公开 宣布 
他 未 能 找到 一 个 证 法 来 支持 他 的 信念 ， 

不 过 ,信誉 终究 未 能 代替 证 明 , 即 便 像 费 马 这 样 的 " 完 人 ”也 
不 行 . 一 代 叉 一 代 的 数学 家 们 都 曾 企 图 证 明 或 推翻 他 的 定理 , 就 
像 是 千方百计 地 寻找 西北 航道 卫 那 样 , 这 些 男 男女 女 虽 然 劳 而 
元 功 , 却 在 数学 王国 里 发 现 了 许多 丰硕 成 果 , 也 积累 了 大 量 信 息 
MB. 如 果 定 理 很 容易 证 明 的 话 , 那 就 不 可 能 得 到 这 些 收获 . 企 
图 证 明 费 马 大 定理 ,和 作为 这 个 尝试 的 一 个 直接 后 果 是 ; 库 默 发 现 
了 名 符 其 实 的 一 个 数 的 新 大 陆 ， 

困难 究竟 在 哪里 呢 ? 我 们 在 第 14 章 里 已 讲 过 ,怎样 去 求 方 
程 十 =z? WR ESTAS 但 为 什么 tyme Bon 
十 y 二 z' 就 没有 解 ? 想 写 出 两 个 立方 数 ,使 其 和 等 于 另外 两 个 立 
方 数 ,几乎 没有 什么 特别 困难 , 豆 如 说 .12 十 1 一 10 十 四. 但 在 
高 度 和 谐 的 数学 世界 里 ,如 果真 有 可 能 使 z' 十 y" 一 zx" 或 其 变相 
形式 :二 十 十 xz 一 0, 这 里 ,与 xy*z 互 质 ?, 那 肯定 与 整数 的 
某 种 微妙 本 质 是 根本 抵触 的 , 那 将 不 全 届 辑 ,模式 的 漏洞 也 无 法 
Re. 

从 训 不 涉及 的 领域 发 起 进攻 ,研究 家 和 们 已 经 证 明 , 上 述 不 定 


ipo RAAK (North-West Passage) 起 指 ; 从 大 西洋 经 欧 , 证 两 洲 北 部 诸 海 到 
达 志 平 洋 的 航道 . 一 一 译 者 注 . 
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方程 或 其 变相 形式 对 小 于 109 的 二 都 是 无 解 的 ,起 先 , 对 37.59 
Jg 67 还 有 所 怀疑 ,二 来 确证 这 些 数 也 不 可 能 ;接着 ,又 把 上 限 相 
继 扩 展 到 了 7000; 14000; 8332403; 253747889. 对 n — 277 一 1， 
(这 是 一 个 素数 ), 也 是 不 可 能 有 和解 的 . 不 管 采用 什么 手段 ,结论 
总 是 相同 方程 无 有 理 数 解 . 除了 一 些 能 满足 极为 复杂 的 光 
决 条 件 者 之 外 ,大 定理 对 » 的 几乎 一 切 整 数值 都 成 立 .但 由 于 元 
穷 大 王国 辖 境 如 此 之 广 ,定理 终究 不 能 认为 已 得 到 了 彻底 的 证 
8H ,除非 一 切 例外 情况 都 被 排除 ,对 = 的 一 切 值 统统 都 成 立 . W 
“WR + ARAT: “ARIE RAs TA SE EE 
的 真实 性 ,但 主要 的 着 眼 点 在 于 这 样 一 个 事实 , 即 我 们 尚未 能 够 
得 出 定理 的 一 个 严格 证 明 .” 
An A zr — "an 出 发 ,并 分 解 因子 , 则 有 


(29? + y? (zi — yt) = x 

zyz 当 然 可 视 为 互 质 , 因 若 它们 有 公 因 子 的 话 , 事 先 就 可 以 约 
去 . 另外 ,也 可 看 作 与 zxvy,z 互 质 , AK. SMB AT RIK 
式 有 公 因 子 的 话 , 则 它们 的 和 2t qp pz tmd. 但 由 于 * 与 y E 
质 , 括 强 里 的 两 个 表达 式 叭 一 的 公 因子 只 能 是 2. 又 因 它 们 的 乘 
积 是 一 个 完整 的 =” 次 村 ,我 们 必 有 下 列 两 者 之 一 , 即 

at + yk = ov pt 5 z? — y= ag 
或 

zi t+ yt = 2p" 45 2k — y? = 2-19", 
因为 只 有 这 样 才能 使 其 乘积 27 p^g" 是 一 个 完全 的 x WR. 不 论 
哪 种 情况 都 将 有 r 一 2p9. 通过 加 减法 可 求 出 z 与 y, 前 一 种 情 
RE 

z? — pip" +g y? — zug —q, 


司 一 种 情况 则 有 
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zi — p 4 Ww m = 2" — 2g. 

但 不 论 是 

z= (2p +, y= p goi 
还 是 

c= Cp" 十 gigi, y= Cp" — a-g" 
SREY TES. Ait.n KF ATERN 
分 数 解 ,也 不 能 证 明 求解 不 可 能 . 

在 我 们 试图 对 一 般 情形 发 起 另 一 次 进攻 之 前 ,让 我 们 先 考 

虑 一 些 基 本 事实 ,并 用 来 证 明 tty = 的 不 可 能 性 一 一 这 个 
证 明 比较 简便 ,还 可 以 顺便 讲 一 讲 费 马 的 无 限 递 降 法 , 如 果 两 个 
整数 互 质 而 且 它 们 的 乘积 为 平方 数 , 则 稍为 考虑 一 下 即 可 肯定 
这 两 个 数 都 必须 是 平方 数 . 因为 ,整数 N 作为 平方 数 的 显著 特 
征 是 : 当 六 表示 为 质 因数 的 连 乘积 时 ,每 个 素数 的 医 指 数 都 必 
须 是 偶数 , 即 ， 


N = pitt pit puo py. 


(278) (5| in. ARR AAR BRERA, 1936 等 于 2' * 117. 
Bm TP 4- dE A i BU MARRA E f. (BH 1940—2* * 5 
* 97, HT. 5 5j 97 的 指数 是 奇数 1, 所 以 1940 不 是 平方 数 . 

dp SEP ECHELLE TA ST BE RUSSES TP AMS 
RORERBURECEUE ER. MARTI Nc R ER HEC LR ERE 
个 因子 里 . 换言之 ,这 两 个 因子 本 身 都 应 该 是 平方 数 . 显然 ,上 述 
事实 对 商 两 起 质 ,有 着 许多 因子 的 质数 也 成 立 , 所 以 ,如 果 其 乘 
积 是 一 个 平方 数 , 则 每 个 因子 也 必定 是 平方 数 . 

类 似 地 可 推 得 APRS RR oe KA 
每 个 数 都 应 是 个 aa KA. MEFE rty =r 这 一 特 款 , 这 里 
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的 三 个 变量 都 可 看 成 互 质 一 一 因 若 其 中 的 任 两 个 数 具有 公 因 
子 , 则 第 三 个 也 必然 具有 公 因 子 , 从 而 可 以 事先 约 去 . 下 一 个 事 
3c fé GUY T Cy =z? BB] BE ABE LE CHO? + (Gt — zt 地 不 
可 能 有 解 . 由 第 14 章 所 讲 过 的 毕 民 三 角形 的 法 则 ,前 者 可 以 表 
达 为 Xm ym 二 这 里 ,myn d ER EL. 
则 royce 就 不 会 互 质 ;另外 ,m,n 应 具有 不 同 奇偶 性 一 一 一 奇 
—18 否则 m*—n* Bm? tn? 就 将 都 是 偶数 ,而 x,y,z 势必 
至 少 具 有 一 个 公 因 子 2, 这 就 违反 了 它们 都 是 互 质数 的 假定 . 从 
x! m — n! 中 又 可 看 出 不 可 能 是 证 (B n Bp RF m gm fX 
本 原 毕 氏 三 角形 的 斜 边 ,而 在 这 种 三角 形 中 ,必然 有 一 条 直角 过 
ABM ,而 和 斜 边 恒 为 奇数 . 由 此 可 知 只 可 能 是 偶 mw BGS 
看 第 14 章 的 公式 D. 于 是 ,在 表达 式 Sm n 中 ,我 们 必须 
4 n—2pqon—p Tq «cp —-¢7 PERKY HRSA 
法 则 而 得 的 结果 , 接着 ,由 于 y:=2mn, 这 也 相当 于 209^ aD 
(2pq) —ApgCp!' -Fq'O. p.q Hh B. E T tpg t+q Et E 
AE y^. d iL BRUT HAR p.g. ro^ AYRE EAM. 于 是 .可 设 
par gas pq LB psg 值 代 入 最 后 一 式 , 即 有 ts = 
CORA eH pg? FRR car's h y= dpi tg 
4r23282 B dB y= Orst, BSP. — miM = (p? +4")? Op = 
(rts)? + (rs) Sn p arts", BERR eit + arts! ,可知 z KF 
RE WF et. 

现在 ,无 限 递 降 法 要 出 台 了 . RNR AR n sd H 
ERA Hy REREH, hT et. 因此 ,如 果 
后 一 方程 有 解 (0 解 不 能 算数 ), 则 必然 有 另 一 个 更 小 的 整数 解 [279] 
(因为 1 小 于 zz). Ba rts =? AYA MURRER 
一 个 解 ,其 中 应 小 于 nc 这 样 的 论证 可 以 继续 无 限 多 次 , 但 这 
BREMEN AA: 原本 是 一 个 有 限 的 正 整数 ,人 们 决 不 
可 能 找到 越 来 越 小 的 正 整 数 来 满足 同一 形式 的 方程 . 于 是 ,一 十 
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y'= We ICR. 

某 些 研究 者 起 利用 费 马 无 限 递 降 法 的 表面 上 讲 得 通 的 修正 
形式 来 解决 大 定理 的 证 明 问题 . 他 们 不 从 一 个 立 是 点 开 娩 ,由 此 
“ 递 降 ?到 明 量 的 矛盾 ,而 代 之 以 另 - 一 种 论证 形式 :如 果 某 种 解法 
依 束 于 较 大 或 较 小 的 解 ,那么 它 就 不 可 能 存在 . 方程 形成 了 一 种 
无 法 穿 透 的 循环 论证 有 一 位 作者 不 想 使 用 无 限 递 降 或 元 限 递 
升 的 说 法 ,而 称 之 为 递归 式 证 法 . 他 说 得 过 于 简单 ,很 有 点 教训 
大 的 格言 式 昧 道 :;* 当 我 们 对 一 方程 (或 方程 级) 有 了 一 个 完全 
解 , 而 它 却 不 能 产生 某 种 形式 的 解 时 ,那么 这 种 形式 的 解 就 不 存 
TE. 在 我 们 获得 这 样 一 个 解 之 前 , 它 首 先 要 求 我 们 得 有 这 样 一 个 
解 , 而 不 论 所 求解 是 不 是 小 于 .等 于 或 大 于 应 有 之 解 ,但 这 是 做 
不 到 的 . nn 

对 十 y= 二 z+ 的 证 法 不 能 适用 于 x 十 二 zz), 不 可 能 性 的 
证 明 要 困难 得 多 , 早 在 费 马 之 前 七 百 多 年 ,阿拉 伯 大 已 知 其 不 可 
能 成 立 , 他 们 甚至 还 给 出 过 一 个 证 法 ,不 过 ,那个 证 法 是 错 的 ， 

就 一 般 铺 况 而 言 , 只 需 对 素数 指数 p 给 出 证 明 就 髋 了 , 因 对 
任何 合 数 指数 n 二 mp 中 是 一 个 素 因 子 ) EBORE Cae P+ 70 S 
Gey., 车 对 任何 整数 区,Y ,2 及 素数 户 ,方程 X* 十 Y? 一 Zt! 不 能 
成 立 ; 则 当 臣 ,了 ,2 为 有 乘 究 时 ,方程 也 不 能 成 立 , n 是 4 的 倍数 
时 ,方程 显然 不 能 成 立 , 因 为 我 们 已 知 n=4 时 它 不 能 成 立 ， 

现在 让 我 们 重 温 一 下 因 式 分 解 的 若干 初等 原理 . 表达 式 x 
Hoy! 是 不 能 分 解 的 ,这 意味 着 它 不 能 分 解 为 * 实 "线性 因 式 . 如 
果 我 们 至 持 要 线性 因子 , 那 就 必须 引入 虚数 i= v 一 1. FEA 
tty = (atiy) (zx 一 iy), 你 们 可 以 回忆 得 起 六 = /—1* VOI 


do SARIE. M. Walsh}y,“ 通 过 … 种 新 方法 ,试图 证 明 费 马 大 定理 ", 纽 
44.G +E + WR uf. 1932 年 出 版 , —— BE. 
不 知 所 云 , 纯 属 胡说 八道 ,一 一 译 者 注 . 
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三 一 1, 于 是 (7 十 iy) a iy FF byl catt. 如 果 我 们 想 
— , 便 可 
得 出 
Xr ty + xP Fy? 
- rty H e e aa T A yat) 


例如 ， 


zy ry + ty? — ahy 
+ ty — xay + y). 


1531 8 3-85 8E E IE 09 GE C RP R RAT”. WHE. 
没有 办 法 把 它 进一步 分 解 成 两 个 或 更 多 个 较 低 次 的 表达 式 的 乘 
积 . 如 果 我 们 仍然 坚持 机 把 结果 分 解 成 线性 因子 , 那 就 不 得 不 再 
次 引入 虚数 i 但 这 -一 次 就 不 像 分 解 nr y^ ET HB ELE fj OD X 
了 . 

需要 有 点 而 心 来 解释 一 下 稍为 难 一 点 的 概念 . 每 一 个 数 x 
有 两 个 平方 根 , 十 YZ 与 一 Vx. 每 个 数 有 三 个 立方 根 , 其 中 之 
一 为 实数 根 ,两 个 是 复数 根 , 例如 ,1 的 三 个 立方 根基 (一 1 十 
i 3)/2,(-1-i 473 )/2.1. 这 三 个 数 中 的 任 一 个 ,立方 后 都 
等 于 十 1. 如 为 了 方便 ,我 们 用 “a” 来 代表 (一 1+iv 3 0/2, a 
就 代表 (一 1 一 iv 3 )/2, 它 是 第 二 个 “1 的 复 立 方 根 ”, 而 o 就 是 
简 简单 单 的 十 1. 与 此 类 似 ,1 的 = 个 复 根 也 都 可 以 表 为 它 的 第 
一 个 复 根 的 整数 乘 才 ， 

我 们 坚持 要 把 x^ marl yt at y'a ty pe ay? 
十 y*! 分 解 为 线性 因子 ,就 势必 要 将 1 的 p 次 复 根 引 入 话题 . 方 
B arty 于 是 变 成 了 下 列 形 状 


GT y)Crtay) ria y) Gr a^ y) (acta? y) =z”, 


X Ha 的 每 一 个 每 代表 了 1 的 某 个 p KER. 这 些 线性 因子 是 
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彼此 互 质 的 ,由 于 其 乘积 为 2*, 人们 据 此 认为 ,每 一 个 都 是 完整 


的 pK Xp xU eu ux Jo SEE RO. 那么 ,对 于 含有 淘气 
JH OSEE IET 

一 旦 我 们 对 此 提出 疑问 ,这 简直 像 是 在 怀疑 我 们 自己 是 否 
神志 清醒 了 . 用 纸牌 搭建 起 来 的 我 们 的 数学 房子 似乎 要 倒 二 下 
来 , 远 远 地 忙 履 可 以 昕 到 柴 如 猫 了 的 傻笑 在 逐渐 消逝 ,这 一 切 与 
化 作 轻 茵 散失 的 费 马 的 幽灵 又 是 多 全 惊 人 地 类 似 1! 整 个 数论 建 
立 在 “唯一 分 和 解 定 理 ” 的 基础 之 上 , 即 一 数 能 有 一 种 且 仅 有 一 种 
方法 分 解 为 素数 赛 的 连 乘积 , 尽管 在 实数 王国 中 这 是 于 真 万 确 
的 事实 ,但 整数 的 这 一 基本 性 质 尚 可 推广 引申 ,使 它 在 任何 教 字 
王国 中 未 必 都 能 成 立 . 

设想 我 们 的 数字 王国 只 包含 4z 十 1 形式 的 整数 ,1,5,9， 
13,17,21.25,29,33 等 等 . 任何 其 他 形式 的 整数 都 不 属于 我 们 
这 个 “梁山 泊 ”; 我 们 只 生活 在 4+ 十 1 的 进 界 里 , 在 这 个 独立 王 
国 里 ,只 有 1 与 本 身 是 因子 的 9 算 不 算 一 个 素数 呢 ?“ 你 不 考虑 
3 .3 吗 ?? 也 许 你 要 提出 疑问 , 但 是 ,在 这 个 新 王国 里 ,是 没有 3 
这 种 整数 的 . 数 21 也 应 视 为 素数 ,可 是 ,25 却 是 一 个 合 数 ,和 厕 旧 
还 是 一 个 平方 数 , 因 为 5 与 5 都 是 王国 的 子 民 . 数 49 亦 应 视 为 
素数 ,因为 7 是 化 外 之 民 ， 

现在 我 们 将 得 到 一 些 惊 人 的 结果 . 两 个 * 率 数 ”9 与 49 的 乘 
积 是 441 一 21:, 这 里 ,441 与 21 都 属于 新 系统 . 于 是 ,我 们 得 到 
一 信 非 常 怪异 的 结论 :两 个 素数 (当然 也 是 “ 互 质 "的 ?的 习 积 竟 
是 一 个 平方 数 ! 在 此 新 数 系 中 ,9,21,33,77 全 是 素数 . 但 693 一 
9 « 77—21 + 383. HE 693 居然 可 以 用 两 种 不 同方 式 表 为 素数 释 
BY Fe x nem KD. 

在 通常 的 算术 里 ;如 果 一 个 整数 能 整除 另外 两 个 整数 的 乘 


T 柴 那 猫 是 著名 儿童 交 学 作家 刘 易 士 : 卡 洛 尔 笔下 的 童话 人物 , 它 经 常 无 缘 
Joc He BC Us UR OCHO Se HEIC. 译 者 注 ， 
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积 , 但 不 能 整除 其 中 的 任 一 个 , 则 此 整数 不 可 能 是 个 素数 ,但 在 


这 里 ,693 能 被 21 整除 ,而 9 与 77 不 行 ,然而 21 还 是 一 个 素 
H. 
在 引进 “超越 数 "4r 一 1 以 后 ,4zr 十 1 主 国 中 的 种 种 怪异 情 
况 便 能 得 到 纠正 . 一 切 都 恢复 到 正常 状态 .仍然 是 营 歌 敬 狂 , 鸟 
PE UK 
HER Bd AK ASS. MARE E Sea. 
如 果 我 们 不 局 限于 生活 在 实数 行星 上 ,而 允许 前 往 3-2 一 上 
(一 般 情 况 为 a 十 扣 ; 这 里 i 仍然 表示 一 1 的 平方 根 , 而 a. HE 
数 ) 的 世界 里 旅游 观光 一 番 , 那 么 我 们 会 发 现 什么 样 的 新 奇数 学 
土著 呢 ? 在 那里 , 崔 一 分 解 定理 还 成 立 吗 ? 
我 们 从 这 样 一 个 新 奇 概念 出 发 : 或 v 一 1 是 “复数 行星 * 上 
的 一 个 “单位 ”, 因 为 它 能 整除 任何 一 个 形 为 < 十 起 的 数 , 例如 3 
十 2 YY 一 1 或 3 十 2i 除 以 i 后 就 变 成 了 一 3i 十 2. (读者 们 当 能 回想 
得 起 以 前 从 代数 课本 里 学 到 过 的 知识 : 产 = 一 1 下 一 一 站 六 一 1.) 
类 似 地 ,5 也 能 被 “单位 ?整除 ,得 出 商 一 于. 在 这 个 王国 里 共有 
四 个 “单位 ”: 土 1 与 土 i. 如 果 一 个 整数 不 具有 atii 形式 的 困 子 
(这 里 a,6 是 通常 的 整数 ), 那 就 定义 为 素数 ,而 当 它 有 具有 此 种 形 
式 的 因子 时 , 它 应 算 作 合 数 . 例如 : 
52 (24-D0(—i)—94— i) -4—(—1) 441. 
132 (3+2 (3— 27) 59—4/*—9—(—4) —94-4, 
17— (44-0 (4—0, SR, 


FE 5.13.17 WECH. 由 于 ta 十 bi) (GO — bi) = 二 a: 十 本 ,而 所 有 


4x -- 1 形状 的 素数 都 能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,因而 在 这 个 复 
数 行星 上 ,一 切 和 通常 认 作 素数 的 4r 十 1 形式 的 数 在 “新 观点 ”下 
NR GG. 在 此 数 域 中 ,唯一 的 实 素数 是 rl ERAR 
数 ,例如 3,7,11,19 等 等 , 2615.13.17 e SERRE 2208533 21.4 
tiati SUERA RKE” 最 后 , 数 1 一 i 既 不 是 实数 ,又 不 
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是 47 十 1 形 的 素数 , 它 也 应 看 作 素 数 . 此 外 , 数 2 占有 一 席 特 殊 
位 蛤 . 它 被 看 作 … 个 平方 数 , 因 为 它 等 于 i(1 一 站 ,而 后 者 是 一 
个 平方 数 与 一 个 “单位 ”的 乘积 . 

有 了 时候, 像 实数 的 整数 一 样 , 代 数 数 中 的 形 为 ea 十 下 的 合 数 
只 能 以 唯一 方式 表示 为 素数 等 的 乘积 .例如 ,一 23 十 41 一 (十 
DOG-T- GMT 200 17D. 所 有 这 些 因子 都 不 再 具有 同型 除数 定 ， 
因而 它们 都 是 素数 . 而 其 他 这 数 的 敢 积 也 不 可 能 等 于 一 23 十 
AL. 此 种 情况 ,在 a 十 bv 3 i 这样 的 代数 数 王 国 里 也 是 正确 的 . 
或 许 人 们 将 会 仓促 地 于 结论 ,在 所 有 的 数 域 里 因 式 分 解 的 唯一 
性 都 能 成 立 ,然而 事实 并 非 如 此 . 

我 们 发 现 ,在 ae 二 ev 一 5 的 复数 行星 里 , 像 21 ox REGEL 
然 有 三 种 不 同方 式 表 成 为 该 数 域 中 “素数 " 禾 的 乘积 , 即 3，7， 
或 (4Tiw570d4--iwv5 0 EO OH 2i 5 90 — 2i V. S5 0. 所 有 这 
些 数 都 是 “素数 ”, 除 了 数 域 中 的 “单位 ?以 外 ,其 他 整数 都 不 能 将 
它们 整除 ， 

还 有 ,2 十 :v5 与 2 一 iY 5 的 乘积 是 9, 一 个 平方 数 ,然而 两 
个 因子 都 是 “素数”, 因 它们 都 不 是 数 域 中 两 个 非 * 单 元 ”整数 之 
积 . 这 不 是 造成 混乱 喇 ? 也 许 真 的 如 此 , 在 教学 家 们 发 现 一 个 “ 代 
数 数 整 数 * 可 用 几 种 不 同 办 法 分 解 为 素数 堵 的 连 乘积 时 ,他 们 不 
免 失态 ,简直 有 点 乐 极 忘 形 起 来 .他们 的 感受 很 有 点 类 似 于 一 些 
近代 物理 学 家 ,把 一 切 事物 都 归结 到 一 个 数学 方程 . SS PR LEER 
RISEN FE , 拖 着 沉重 的 姥 步 荷 铀 回 家 ,不 会 去 考虑 这 种 
牵强 附会 .进退 维和 谷 的 两 难处 境 , 可 是 ,农民 们 了 照样 身心 健全 地 


D STERA- A ARE 3 十 全 RAPES atb 与 cr di HR 
ELT ELE BUR Cac — bd) tiled bc) :由 实 部 与 虚 部 作风 列 出 等 式 , 可 得 ac 一 bd 一 
adti — 2. 但 没有 尾 何 正 , 负 整数 解 满足 这 两 个 方程 . 从 而 说 明 329-26 BPR 
$t. —— E. 
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活着 ,所 以 ,这 种 东西 毕竟 无 关 宏 旨 . 

不 过 ,在 数学 世界 里 毕竟 要 把 事情 梳理 得 划 然 有 有 序 LIT FER 
这 位 奇才 毅然 抽 当 了 这 件 事情 . fS HERR ATL RG. TE 
数 行星 中 由 于 引进 了 4z 一 1 765060] Yr. EAS Pe ig 4r 十 1 数 域 
的 补充 ,从 而 恢复 了 因 式 分 解 的 唯一 性 :那么 ,在 复数 行星 中 ,能 
不 能 也 来 引进 一 些 什 么 数 ,使 因 式 分 解 的 唯一 性 得 以 重新 确立 
昵 ? 于 是 ,他 发 明了 一 族 “ 理 想 数 ”, 从 而 结束 了 无 政府 的 混乱 状 
态 , 恢 复 了 以 往 的 安静 局 面 . 在 a 十 bv 一 5 的 数 域 中 .如 果 1? 等 
于 ec 二 dv 一 5 或 cc-dv 一 5, 则 了 叫做 “理想 数 ”, 或 者 简 称 * 理 


想 " 人 ,由 此 可 见 卫 = etd v 一 5 此 处 ,cd 必须 是 整数 ,并 多. 


许 它们 有 公 因 子 ,该 公 因 子 可 以 是 一 个 平方 数 或 一 平方 数 的 5 信 ， 
这 个 数 域 共 分 四 类 ,其 中 有 着 我 们 通常 称 之 为 "素数 "的 数 . 
第 一 类 包括 通常 的 素数 ,例如 


29 = (3-F 2i 50(3 — 2i 5», 
4] = (6+iv 59(06— i 5), 
“61 = (4-3 50(4— 3i 5». 


Kc 4 SB AB T 3808 a! + 56^ 形式 , 但 是 ,这 种 数 在 a 十 
5V 一 5 这 个 “王国 ”里 是 视 为 合 数 的 . 

第 二 类 中 的 数 有 3,7,23,…, 它 们 不 能 表示 为 a? 十 5 的 形 
式 , 然 而 它们 的 平方 却 可 以 做 得 到 : 


3 = (2+iY5 (2-145), 
7 = (24+ N/5250-—3 45), 
23! = (22 + 38i / 8 C22 — 3i / 5 9. 


T KRY S FRAME ASH AREER ERM 106 109 页 . 山 
东 教 育 出 版 社 .1986 年 第 一 版 , 一 一 译 者 广 . 
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第 三 类 数 有 2,11,13,1?,… Rigid e SOR SRE EHH 
TRAE RO a? + 55^ 的 形式 . 这 些 数 ,在 我 们 的 普通 数 域 以 及 a 
十 vw 一 5 数 域 中 都 是 被 看 作 素 数 的 . 

第 四 类 中 只 有 一 个 数 5, 它 自 成 一 类 . 这 是 一 个 “平方 数 ”， 
国 为 5=Cv 一 5 。( 一 1) ,而 一 1 是 数 域 中 的 单位 数 ， 

第 二 类 中 的 数 显然 是 理想 数 的 乘积 ,例如 ,3 一 (2+Tiv 5) 


(2 一 上 vV5), 而 V2Hiw5 SV2-'45 都 是 理想 数 , 可 记 为 
ToT RÜ: 


A oni 


或 3 一 了 | APS 


理想 数 是 一 种 代数 数 , 它 们 可 以 通过 加 法 与 乘法 来 自我 党 
殖 , 从 而 形成 了 很 独特 的 一 类 数 . 我 们 这 里 不 想 占 用 多 少时 间 去 
谈论 它们 的 哪怕 是 为 数 塞 塞 的 一 些 特 异性 质 . 

Z-E- 狄 克 示 对岸 职 的 大 脑 里 培育 出 来 的 贤 儿 说 了 这 样 
一 些 话 :“ 抽 关 是 如 此 之 微妙 ,甚至 一 位 专家 也 必须 小 心 翼 翼 地 
进行 操作 ,目前 ;相对 于 更 简洁 ,更 一 般 的 戴 德 金 的 理论 而 言 , 这 
种 数 只 是 具有 历史 音义 而 已 . "ARMS ARK Zhe eR 
学 家 李 奥 波 特 。 克朗 尼克 (Leopold Kronecker) 的 看 法 ,很 厌恶 
理想 数 与 一 般 “ 代 数 数 " 这 类 不 自然 的 "人造 事物 ”许多 人 对 克 
氏 的 说 法 持 有 同感 : “上帝 创造 了 整数 ,其 他 都 是 人 进 的 . ”读者 
们 至 少 要 学 会 小 心 谨慎 ,不 要 在 唯一 的 困 式 分 解 问 题 上 匆忙 地 
作出 结论 ,也 要 防止 重 犯 一 些 难以 避 驶 的 错误 ,对 企图 证 明 费 马 
大 定理 的 专业 人 员 或 业余 爱好 者 , 它 简 直 像 是 一 个 害 人 不 浅 的 
BHR. © 


p queam e» CE VER LRT e eub. 6 Sm 
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Tut AA FR PH REO SH. pie RH A iCUE. 
简单 的 或 是 精巧 的 , 费 蕊 大 定理 的 每 -个 所 谓 的 证 法 中 都 存在 
APER. 于 是 在 1823 年 ,继而 又 在 1850 年 ,巴黎 的 科学 院 
都 会 开 宣 布 要 给 完善 的 证 法 提供 一 笔 重 奖 , AMARA TITY 
数学 冒险 家 与 不 学 无 术 立 徒 大 开 方 便 之 门 . 尖酸 刻薄 的 奥 古 斯 
Bp fh - EE C Augustus de Morgan) GH SECS ICAP 
BA TEE DHL CS oe I TS RR CAT. 

1857 FE BB PRR BRA E+E - 库 默 一 要 
价值 3000 法 郎 的 金 质 勋章 ,以 表彰 他 在 复数 领域 中 的 卓越 研 
究 , 然 而 他 并 不 是 原先 意义 上 的 奖金 得 主 . 尽管 如 此 ,他 之 得 此 
重奖 乃 属 理 所 当然 . 正 是 由 于 他 的 研究 使 人 人们 可 以 立即 排除 指 
S n 小 于 100 时 ,方程 x* 十 二 2 成立 的 可 能 性 (除了 二 37， 
59.67 之 外 ,而 这 几 个 数 又 被 其 他 办 法 迅速 了 结 ), 布鲁塞尔 科 
学 院 在 1883 年 也 设置 了 一 笔 奖 金 , 可 是 ,在 审读 了 所 有 的 来 稿 
以 后 , 却 下 发 了 一 个 反对 的 结论 性 报告 . 

1908 年 ,德国 达 姆 斯 塔 特地 方 的 F « P - RRM 
T Gr. F. P. Wolfskehl) 赠 给 如 庭 根 皇家 学 会 十 方 马克 的 巨 款 ， 
以 奖励 给 出 费 马 大 定理 的 完善 证 明 者 .“ 这 笔 奖金 的 存在 引 来 了 
一 太 批 虚假 证 明 . 一 些 没 有 受过 专业 训练 的 人 也 万 想 进 攻 这 个 
难题 ,这 种 人 越 来 越 多 ,”R，DD: 卡 米 凯 尔 深 感 遗 憾 地 说 . 在 
1908 至 1911 年 这 段 时间 , 提 交 的 错误 证 明 超 过 一 千 篇 , 托 比 亚 
斯 。 但 捷 格 说 道 ,* 从 那个 时 候 以 来 ,把 许多 无 亩 精力 浪费 在 化 
贺 为 方 .任意 角 的 三 等 分 . 永 动机 等 问题 上 面 的 业余 研究 家 们 开 
始 转向 ,集中 在 费 马 大 定理 的 证 明 上 …… 幸而 公告 规定 来 稿 必 
MERER , 这 或 许 是 给 许多 狂热 者 流 了 一 盆 冷 水 …… 几乎 所 
有 的 来 稿 都 具有 这 样 一 些 特点 :作者 们 完全 无 视 在 这 个 问题 上 
已 经 完成 的 太 量 成 绩 ,他 们 也 根本 不 想法 了 解 问题 的 难点 和 症 
结 究竟 在 哪里 .” 
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绝 大 多 数 解 法 都 是 由 作者 们 自费 印刷 的 ,上 几乎 没有 一 家 有 . 
自 苯 心 的 出 版 商 士 愿 冒 声名 扫地 的 风险 去 印刷 那 种 提交 上 来 的 
BRACE”. iF SR RAR AE RE N 
库 默 的 理想 数 原 理 . 这 倒 并 不 音 味 着 只 有 通过 理想 数 才 能 获得 
问题 的 解 , 但 这 种 方法 要 比 任 何其 他 方法 更 能 击 中 间 题 的 要 害 ， 

声称 已 经 解 开 了 芯 尔 地 雅 斯 王 的 难 解 之 结 了 ?了 , 特 成 为 数学 
ER ESHA ,他们 到 底 有 点 什么 能 柄 呢 ? 这 可 从 下 面 一 段 奇 文 
里 略 窥 一 鹏 ,此 文 引 自 1914 年 波士顿 所 印行 的 一 本 小 册子 , 作 
者 各 叫 G -三 :皮尔 二 (Pierce), 书 名 叫做 g 比 费 马 更 伟大 的 定 
ERHET Y. 

ES MHOC YE + 2'=3' 60°43 I2, 然 
J& f TCE Td EL i DR EEN 12° +- 1° = 107-9? ,似乎 这 是 非常 独 
特 而 新 奇 的 东西 . 当然 这 种 立方 数 对 还 有 好 多 ,例如 :和 十 15 一 
216°, 15 +33 — 2^ 2- 34^; 16? - 33! — 9 E345; 19* 2-24? — 10? 
+27) ;50°+29 = 8*-- 53. 甚至 还 有 三 对 立方 数 能 等 和 的 例子 : 
560" 4-70 552 --198' 5525? -- 319". 另 有 一 些 得 自 一 般 公 式 的 
无 限 多 组 解 . 看 来 这 位 作者 很 有 造化 ,他 并 不 了 解 它们 的 关系 . 
这 篇 高 深 论文 的 价值 ,可 以 其 结尾 的 一 些 奇 谈 怪 论 中 大 体 地 评 
ft ds 


RM ENS — MART CREE) FEAR, 
RAE REF SHR HERR. FEB R 
在 入 睡 前 曾经 进 见 计 他. ( 那 是 为 了 有 利 可 图 的 工作 ， 
为 了 比利时 人 的 利 盖 , 是 这 样 的 吗 ?) 星 期 天 早 展 C1914 
年 6 月 12 日) 在 煤气 灯光 下 我 开始 执笔 ,我 发 现 了 对 


D NERA KARERE RARR NE E REHA. KN 
FRE RB o c ETE OD ULL SSE Be A EXEC AGE PE ZEIT. 
也 算是 解决 了 . 一 这 者 注 , . 
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fü UL ERE A PEE CRT n—3 以 外 ,对 一 切 正 
Se expo dE? X E1914 年 8 月 12 日 一 一 
多 年 以 前 纯 属 偶然 地 发 现 并 证 明了 ), 无 疑 来 自费 蕊 本 
人 的 传授 ? 每 一 次 测试 都 通过 了 (其 中 可 能 有 一 些 错 
误 , 不 是 上 帝 的 ;而 是 我 自己 造成 的 .但 都 已 改正 了 》， 
HERKENT SAH KERNELS WDR 
级 数 的 XXCACE 2 898p: zn RM ENA 
方 之 和 时 , 桨 是 一 个 整数 19? 我 以 为 ( 反 来 复 去 ,现在 ,这 
去 ,将 来 ,手写 或 通过 印刷 品 ? 这 是 一 种 太 脑 与 心灵 现 
f$. EE xo f EX. suut 
oR RRR OY NRA. ”还 有 我 的 父亲 ,我 的 心 
灵 与 肉体 都 是 从 他 那里 继承 过 来 的 ,还 有 我 的 老兄 《 比 
我 大 2 由 ,父母 的 第 一 个 孩子 ), 他 不 是 一 个 天 生 的 遍 
扩大 帝 , 还 有 我 的 小 弟弟 (父母 的 第 五 个 孩子 ,是 老 
小 ), 是 一 个 骄 例 而 甜 密 的 小 把 戏 , 超 自然 的 聪明 ,他 比 
我 要 小 14 岁 , 在 我 不 在 场 时 他 会 叫 我 “我 们 的 乔治 ”， 
他 不 幸 在 6 岁 时 得 了 浮 种 毛病 ,我 怀疑 是 他 在 动 我 一 
臂 之 力 , 为 了 他 们 在 天 堂 里 灌 到 一 个 永久 职位 (< 有些 作 
担心 他 们 也 许 谋 不 到 这 从 好 差 使 ), 我 要 把 算术 、 代 数 
贡献 出 来 ,作为 我 送 给 各 位 的 一 个 礼盒 ， 
US REN RMB 皮尔 士 ， 
哈佛 学 院 文学 学 士 ,1864 年 
蛤 佛学 院 文学 硕士 ,1867 年 
P，P*( 标 点 学 教授 ) 
波士顿 周刊 <1) 
康 十 德 西 大 和 杜 126 号 ， 
美国 马萨诸塞 州 波 士 顿 市 . 
我 是 《一 位 代数 学 家 的 毕生 罗 受 史 》 的 作者 ,此 书 曾 于 
1891 年 在 波士顿 市 出 版 ,并 作为 礼品 经 由 美国 国家 博 
-一 341 一 


[287] 


krpa 


WER A —-AhH RHE. 
CRIMPLABHPRAE. AETR RE 
购书 者 可 汇款 给 作者 .) 
祝 大 家 圣诞 节 快乐 ,作者 愿意 免费 赠送 100 KH 
真正 的 朋友 ， 

近年 来 ,为 金钱 卖力 工作 以 及 头脑 不 太 健 全 的 人 难免 要 
感到 失望 . Be th ROR L A R a n e EA e k EtA 
马克 奖金 不 值 一 美 分 的 若干 分 之 一 , 即使 这 些 人 真正 发 现 了 
KEHEE., tei RTE EFW RA t Ee E 
东西 .* 死 后 的 证 明 与 新 闻 发 布 会 将 在 德国 数学 物理 的 成 就 的 演 
说 大 厅 里 进行 , ”当然 仍 有 一 些 谨 愤 与 严肃 的 研究 者 还 在 不 
断 地 埋头 工作 .本 世纪 内 人 们 丝 将 看 到 问题 的 完全 解决 ,这 不 算 
是 太 轻 率 的 预言 取 .@ 荣誉 纪念 堂 将 为 证 明 者 (他 或 她 ? 留 出 神 
g. 

— BLUR BUR BRE ARES A - HEBORI E CWieferich) Œ 
Biss rmi. «iiti FR EEA TENAR. 
对 小 于 这 个 下 限 的 指数 ,方程 都 是 无 解 的 . 他 发 现 , 若 p OR 
3X9. WAR z^-- y^ z^ 0 不 可 能 有 整数 解 , 除 非 2^7 - 1 = 
0 mod p? ,这 就 一 举 排除 了 1093 以 下 的 » d DR 0 —1093 是 


D HORM REAP TT. 1983 年 ?月 1 日 4 科技 日 报 ? 报 道 ,英国 数学 
家 怀 尔 斯 已 于 1993 4p 6 H 24 日 在 刘 才 大 学 的 学 术 报告 会 上 证 明了 费 马 大 定理 . 
《人 民 日 报 ? 几 天 后 地 刊登 了 消息 . 其 后 ,作者 又 对 自己 的 证 明 作 了 赚 正 ,得 到 世界 效 
学 界 的 肯定 . 1995 年 5 月 ,世界 权 咸 往 学 术 刊 物 t 数 学 年 刊 }》(Annals of 
Mathematics) 在 第 141 卷 第 3 期 上 ,以 整 期 的 席 大 篇 幅 ,发 表 了 怀 东 斯 先生 的 修正 
ER we EP SE —. 

有 兴起 的 读者 可 参 普 {科学 } 杂 志 第 48 卷 第 3 期 (1996 年 第 3 期 ,该 杂志 为 对 
月 刊 )* 费 马 太 定理 继 于 获得 证 明 " 一 文 . 一 一 详 者 注 . 

D Atlas FE p HR. 一 一 愿 注 . 
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最 小 的 素数 ,其 平方 能 整除 2-10 6). 由 于 他 的 这 一 


发 现 , 维 弗 利 希 从 服 尔 夫 斯 凯 尔 基金 的 利息 中 拿 妈 了 100 马克 ， 
沿 着 这 条 路 于 很 快 又 上 来 了 一 个 米利 马 诺 夫 (Mirimanoff) ,他 
证 明了 3'7—1 也 能 被 5^ 整除 ,接着 , JLE BC Vandiver) Æ 
1914 4E 4E HH «5^7! — 1 必然 也 能 被 整除 , 后 来 , 弗 洛 本 屁 乌 斯 
(Frobenius 34 E A 11 5j 17 也 得 出 了 同样 的 结论 . 他 还 证 明 ， 
车 费 马 大 定理 成 立 的 话 , 而 p 是 6zr 一 1 形式 的 素数 , 则 7* 一 
1;13^' —1,19'^ — 1 必然 都 能 被 ^ 整除 . 在 这 样 一 些 限制 之 
下 ;素数 指数 p HERBIG. AT 1941 年 有 人 证 明 :如果 xz’ 十 
w+ =H ryo 没有 一 个 是 pp 的 倍数, 则 pp 表 定 不 小 于 
253747889. gr MA AGE: p= 277 —1 也 不 能 满足 方程 . 

不 仅 是 没有 受过 专业 训练 的 业余 爱好 者 ,即便 对 知识 渊博 
的 大 学 者 , 费 马 大 定理 也 是 一 抉 诱 饵 . 许多 人 都 想来 插 上 一 手 ， 
(B 34 fb (C) R0 CE TE ZAC BRAT TB. 用 英文 写 出 第 一 本 
数论 书 , 许 儿 美 国 数 论 爱好 者 对 他 怀 有 深厚 谢意 的 彼得 。 巴 罗 
在 一 个 相当 不 错 的 证 明 的 开端 就 极其 丢脸 地 输 得 一 败 涤 地 . 他 
从 一 个 似是而非 的 根 定 出 发 :如 果 你 把 一 些 最 简 分 数 相 加 起 来 ， 
如 果 任 一 分 母 含 有 一 个 不 含 于 其 他 分 母 的 因子 , 则 这 些 分 数 之 
和 不 可 能 是 个 整数 . 然而 


1 5 5 
strate as 


尽管 2 不 含 于 3 中 ,6 也 不 在 2 或 3 中 .此 外 ,还 有 


-7 了 4 _8 4 3. 
2-3 3-8 2.5 


E E up EU HRB 


= 2, 


1 1 1 
state a 
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由 于 证 明 x 的 超越 性 而 对 不 可 救 药 的 化 圆 为 方 问 题 给 以 慈 
悲 的 最 后 一 击 的 林 德 曼 (Lindemann7 也 误 入 陷 讲 ,他 因 给 出 了 
一 个 错误 证 明 而 使 其 获奖 盾 形 纹 章 黯然 失色 . 企图 支撑 薄弱 环 
节 ,. 这 种 努力 只 能 把 事情 乔 得 更 精 . 库 默 先是 认为 ,完善 的 证 明 
谋 立 足 于 这 样 的 事实 , 即 x* 十 y* 应 能 唯一 地 分 解 为 实 或 复 的 线 
性 因子 ,后 来 他 终于 意识 到 这 一 工作 的 极度 困难 . 他 发 现 ,原来 
的 想法 不 能 成 立 , 这 可 能 就 是 他 创造 理想 数 域 的 有 力 刺激 . 后 
来 ,他 能 指出 其 他 备 受 葬 重 的 数学 家 们 的 类 似 错误 , 在 这 方面 ， 
伟大 的 高 斯 倒是 老 谋 深 算 的 ,他 不 愿 参加 比武 , 远 远 地 躲 开 了 这 
个 妖怪 . 他 的 感觉 是 , 费 马 大 定理 仅仅 是 更 广泛 的 领域 中 的 一 个 
特殊 例子 和 而已. 


oR ARE a + yo" — x" B A a ERTER LA x2?, 则 可 得 


出 [三 】 -[2] -i armis ee = 1. 图 24 中 的 


开口 与 封闭 曲线 分 别 为 最 后 这 个 方程 在 ”一 3 与 a=4 时 的 图 


P+ = uf ppt = 


24 n-3.4 Bf .in v 二 1 HR 
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n 为 更 大 的 奇数 或 偶数 值 时 ,所 得 出 的 曲线 在 性 质 上 也 和 与 
此 类 做 , 如 果 费 马 类 定理 真能 成 立 的 话 , 则 意味 着 这 些 曲线 具有 
… 种 特性 :除了 它们 与 举 标 轴 的 交点 之 外 ,曲线 上 的 其 他 点 ,其 
“ 款 不 可 能 是 有 理 数 . 

我 们 已 经 提 到 过 两 个 立方 和 相等 的 事实 ,例如 :1 十 12 —9* 
10. 更 一 般 的 关系 式 +y te sr EEA AR SHAR, 
其 中 最 简单 的 情况 有 

SHEAS - 63 和 1 十 十 8 一 9 
有 一 个 相当 复杂 的 公式 来 表示 这 种 方程 的 所 有 解 ,不 过 ,就 某 种 


类 型 而 言 ,公式 又 是 相当 简单 的 ;不妨 在 这 里 讲 一 讲 . 这 就 是 下 
列 恒等式 : 


a Ca! P)! — BG EY ga (a — 26 6 Qa — P». 
35 4—2.5—1 时 ,此 式 给 出 18: 一 9 十 123 二 15 Bik AS. BI AH 
当 于 = 34-4945). 34 45— 3,5 — 1 时 ,我 们 可 得 出 84 一 28: 十 
53! --75? 而 当 a 3.5—2 时 有 105° = 33*-- 705-82, 

a^ Ca? - 25^  — a? (a! —b)* b (Qa? — P Y Eb (2a? H- P. 


这 时 ,对 ez 一 2,5=1 PR 20 — 72-14 TR a—3,5— 
1.4 875—26^4-59^ -- 787. 

由 另 一 种 关系 式 可 得 到 110-15 27 —29*. 

三 个 以 上 立方 数 之 和 为 立方 数 的 例子 有 : 

I! 654 8S = 9 = 1+ 35+ 4° + 5! + 8*5 

1? + 42° + 13? + 14° = 20, 

P a^ 4 5! B 010 —12' 2 € - 8 4+ 10°, 

DES -- 6 4- 7 4 8* 4- 10 = 13 = 59+ 7 4-9 + 10%, 

— 345 — 


LE E 


2 十 3 十 5 十 7 十 8 十 9 十 1093 14*, 
现 已 证 明 £«10000 Bf ,z* 4- y 9-2! =e 不 可 能 . 但 四 个 四 次 
方 数 之 和 能 等 于 一 个 四 次 方 数 ,例如 ;30' 十 120: 十 272! 十 315: 一 
353*. 五 个 四 次 方 数 之 和 也 有 可 能 等 于 一 个 四 次 方 数 , 例 如 4* 
6 十 站 十 9 十 14: 一 154. 对 五 个 四 次 方 数 之 和 ,有 两 个 一 般 公式 
可 利用 : 
CBr? + 40mn — 24n*)' + (6m? 一 44mn — 8n y 
+ (lem? 一 4mn — 422^» + Con? + 2768?" 
+ (4m? + 12n? = Ci5m*? + 4527), 


以 及 
(4m* 一 12n55* + (2m? 一 12mn — ôn) 
+ (4m! + 1225) + (2m? + 129mn 一 6n? 
[290] + (Gm? + 98*)* = (Sm? + 158». 


还 有 一 个 狂 似 一 阵 烟 火 的 四 次 方 等 式 ; 
1 + 344 44 -+ 54 + 94 + 108+ 11t + 124 + 148 
+ 15* + 16* + 174 + 18* + 194 + 30* = 34, 


Jr f rty cutu 具有 众多 解答 ,例如 : 


76* + 1203* = 653* + 1176', 
59* 十 158! = 133° + 134*, 
27* 十 2379* = 5774 + 729", 
7* -- 239! = 157+ + 227', 
193‘ + 292' = 256* + 257+. 
其 中 革 些 变量 之 间 的 通 解 公式 为 ;z 一 a 十 by 一 < 一 dz 一 4 
—b.v=ct+d, Hat 
a = nn? + n*)(— m+ 18m'ns? — n°), 
b = 2mm + lO0m*n! + mnt + 4n%, 
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€ = 2n(Am? + m'n + 10mn' + 85). 
d = man? + n*)(— m! + 18min? — n*). 
也 有 可 能 继续 推广 到 五 次 方 与 六 次 方 的 情况 ， 
+a + 6+ 7 +99 + 11 = 12° 

以 及 

Be + 2* + 45 + 55 + 65 + 75 + 95 + 12% + 135 + 15? 

+ 16° + 18° + 205 + 21° + 22° + 23° = 285, 

费 马 大 定理 不 过 是 一 大 批 不 可 能 有 解 的 方程 之 一 ,所 不 同 
的 是 ,其 他 方程 的 不 可 能 性 都 已 完全 证 明 . 例如 zx’ — yt— B 
不 可 能 有 解 的 ,x 十 yx Soy 不 能 同时 为 平方 数 . 毕 氏 三 角 
形 的 面积 2mntm? 一 #2:) 不 可 能 是 一 个 平方 数 , 也 不 是 平方 数 的 
二 信和 ,十 六 = 二 kw Bx’ —y-n 不 能 同时 存在 . 联 立 方程 x 
thy =u 与 z 一 Ry: 二 vw 对“ 同 余 数 " 的 一 些 值 可 能 有 解 ,但 
具体 求解 通常 都 是 十 分 困难 的 { 见 第 15 章 ). BEE Keenh ſf 
E ft xit4y'! =z? 5 a'—4y'— cz. 

iif 3x HE ROSE REED 99 0, Jc sg B [RT REB ex EUST IC. 
dil, sr. , JC HE BCE. GRAS OT SE A US E org HT ffE LE TE TEX 
里 拿 掉 一 块 花 岗 岩 ,时 而 又 在 那里 打开 一 个 缺口 . REWER 
的 智力 巨人 于 番 图 , 费 马 , 高 斯 之 类 有 本 事 穿 城 而 过 . 由 此 ,人 们 
甘心 希望 创造 一 个 新 的 前 沿 阵 地 ,以 便 对 未 知 世界 作 进 一 步 的 
探索 . 

在 我 们 走马 看 花 , 一 带 而 过 的 数字 世界 里 ,从 来 没有 破坏 性 
的 战争 ,也 没有 虚荣 和 物欲 . 人 们 总 是 能 散在 那里 安静 休养 ,把 
Wb vb [rti [rb] AY BR SE HE THE I C] Ab. 这 算 不 算 逃 避 现 实生 活 呢 ? 也 许 
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是 的 . 不 过 ,这 总 要 比 冒 着 风险 ,正面 观 着 美 杜 苏 名 要 好 一 些 .高 
斯 几乎 是 终生 把 自己 关 在 如 庭 根 实验 室 的 圣 典 里 ,如 困 有 更 多 
的 人 像 他 那样 真诚 ,谦虚 ,不 摆 架 子 , 对 一 切 事 情 看 得 很 穿 ,那么 
这 个 世界 也 许 就 会 好 过 得 多 ， 

正如 E，T， 贝 尔 在 其 著作 4 数学 精英 3》 里 说 的 话 ; “这 
HANS PETRUS. 其 中 有 的 具有 强烈 同化 作用 ,好 像 大 热 
天 喝 冰 水 ,足以 使 人 神志 清醒 ,又 像 是 艺术 ,使 人 感到 鼓舞 .” 
作者 在 本 书 正文 行将 结束 之 际 , 真 诚 地 希望 读者 们 也 有 同样 的 


pon 受 . 
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1， 有 大 收 到 一 张 支票 ,但 在 兑付 现金 时 ,银行 出 纳 员 把 元 
数 与 分 数 搞 颠 倒 了 . 其 人 当时 没有 发 现 错误 ,在 他 用 去 68 美 分 
后 才 惊 讶 地 察觉 到 ; 剩 下 来 的 钱 数 竟 是 支票 上 所 开 人 金额 的 二 倍 . 
试问 ,所 开支 票 的 最 少 钱 数 应 是 和 多少 ? 

2. 森 地 “。 妻 克 阿 列 斯 特 答应 送 给 他 妻子 一 件 漂 亮 礼物 ,如 
果 她 能 够 节省 下 足够 多 的 银币 ,使 之 能 排 成 正方 形 ( 例 如 4 枚 或 
9 HO.1/ IE JE OG 枚 或 6 术 ), 或 者 2 个 三 角形 ,3 个 三 般 
形 . (A) te EAP ER SORE? FESI 美元 不 能 算数 . 

下 一 年 ,他 又 重新 作 了 承诺 ,但 坚持 要 求 她 这 次 省 下 的 钱 数 
应 与 上 次 不 同 , 就 这 样 一 直 维持 了 六 年 . 试问 ,她 每 年 省 下 多 少 
钱 ? 

3. 三 块 正方 形 板 , 其 边 长 的 英寸 数 都 是 整数 . 第 二 块 板 的 
面积 比 第 一 块 要 多 出 5 平方 英尺 ,但 却 比 第 三 块 小 5 PARR. 
求 三 块 板 的 大 小 . 

4. 两 所 教堂 的 钟 在 同时 打响 . 第 一 所 教堂 的 钟 每 经 4/3 秒 
响 一 声 , 布 第 二 所 教堂 打 钟 的 间 枫 为 ?7/4 秒 . 试问 ;在 15 分 钟 内 


可 听 到 多 少 下 钟 声 ?但 要 注意 ,间隔 在 二 秒 以 下 或 更 给 的 两 记 钟 
声 无 法 分 辩 , 是 要 被 认 作 同一 声 的 . 


中 RE- 4 5 ag eme. 一 一 原 注 . 
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5. REXA +y S= +] 的 整数 解 . 

6 有 一 条 由 12+ 12=144 PARRA WHE 
分 为 11 块 , 每 块 的 形状 都 是 正方 形 , 且 都 不 少 于 4 个 补 片 . 

7. 求 一 最 小 平方 数 , 使 之 为 三 个 以 上 连续 数 的 立方 之 和 ， 

[294] 但 其 中 不 能 有 1 的 立方 

8. 试 找 出 一 个 能 使 毕 氏 三 角形 的 斜 边 为 平方 数 的 公式 . 

9. 设 金刚 五 的 价格 与 其 重量 的 平方 成 正比 ,红宝石 的 价格 
则 与 四 次 方 成 正比 .一 克拉 的 金刚 石 与 一 克拉 的 红宝石 ,其 价格 
分 别 是 1000 与 2000 美元 . 有 一 位 珠宝 商 想 用 一 对 耳环 (由 同类 
宝石 钉 奏 而 成 ) 辣 别人 的 两 块 重量 不 同 的 宝石 进行 交换 . 如 果 宝 
石 重 量 的 克拉 数 统 统 都 是 整数 , 试 求 出 交换 的 各 种 可 能 情况 , 宝 
石 重 量 的 最 小 数 及 其 价值 . 

10， 某 性 畜 贩 子 赶 着 五 大 群 动物 ,每 群 都 有 着 同等 头 数 的 
RAE. HEE RES TAT AIR. 每 个 商贩 都 买 了 为 数 

“一 样 的 竹 畜 ,代价 是 :每 头 牛 17 美元 ,每 头 猪 4 美元 ,每 只 羊 2 

美元 . 牲畜 贩子 一 共 收 进 301 美元 . 试问 :牲畜 孤子 最 多 可 能 有 
多 少 动物 ,每 种 各 是 多 少 ? 

11. 求 周 长 为 平方 数 的 本 原 毕 氏 三 角形 . 

12. 两 支 人 数 不 等 的 部 队 ,各 自 拥有 的 将 士 数 都 是 平方 数 . 
将 军 自己 也 包含 在 一 支队 伍 之 内 . 将 开赴 前 方 作战 时 ,他 们 经 过 
重组 ,把 爹 体 人 人 员 列 成 一 个 方 阵 , 但 他 们 的 领袖 则 留 在 10 英里 
外 的 山顶 上 以 护卫 后 军 . Re SRR EFA AAA 
队 的 原来 人 数 各 是 多 少 ? 

13. 某 人 有 1 只 桶 ,其 容量 分 别 为 15,16,18,19,20 与 31 
加 仑 .5 只 桶 里 装 的 是 酒 ,1 只 桶 里 装 的 是 于 酒 . 他 把 一 部 分 酒 售 
与 一 位 买主 , 另 一 买主 则 买 了 前 者 所 买 的 二 倍 , 这 样 一 来 就 只 熏 
下 装 满 啤酒 的 一 桶 了 , 试问 ,在 6 袜 中 , 装 啤酒 的 是 哪 一 桶 ? 

14. 在 10 个 数码 中 挑 出 9 个 ;能 为 11 整除 的 最 大 数 与 最 

. 小 数 各 是 多 少 ? 
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16. BORRT BEA: 8x EAE EBmEIm. 


17. 求 一 最 大 除数 ,用 它 去 除 四 个 数 701;1059; 141752312 
时 能 得 出 相同 的 余数 . 

18， 求 能 使 x(x 十 180) 为 一 平方 数 的 一 切 正 整 数 z. 

19， 某 人 到 银行 里 去 兑现 一 张 200 美元 的 支票 ,要 求 行 员 
给 他 若干 张 1 美元 钞票 ,2 美元 钞票 的 张 数 为 前 一 种 钞票 张 数 
的 十 倍 , 剩 下 来 的 钱 可 给 他 5 美元 钞票 , 试问 :银行 工作 人 员 是 
怎样 满足 其 要 求 的 ? 

20， 琼 尼 对 他 朋友 汤 米 说 ;* 我 有 一 些 弹子 ,其 个 数 为 平方 
数 . 把 你 的 弹子 给 我 一 些 , 则 我 有 的 弹子 个 数 将 是 另 一 个 平方 
数 . " 汤 米 答 遭 ,我 知道 你 需要 多 少 弹 子 . 但 若 你 给 我 这 些 数 目 
的 弹子 ;你 剩 下 来 的 弹子 数 仍 将 是 一 个 平方 数 , "试问 , 琼 尼 至 少 
RÜUBS £t 

21. Ca) 三 块 正方 形 板 , 其 面积 成 等 着 数列 ,公差 是 ?平方 
BR ,这 长 为 有 理 数 . 试 求 各 块 板 的 大 小 . 

(G2: 38539 13 平方 英尺 时 , 试 解 此 题 ， 
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(c) 公 其 为 23 平方 英尺 时 , 试 解 此 亚 ， 

22. 三 只 藏 宝箱 里 各 装着 为 数 不 等 的 金币 ,中 间 箱 子 与 上 
面 箱子 里 的 币 数 之 差 正 好 等 于 下 面 箱子 与 中 间 箱 子 里 的 币 数 之 
差 .任何 两 只 箱子 里 的 金币 数 之 和 是 个 平方 数 ， 

《a) 在 币 数 最 少 的 那 只 箱子 里 ,满足 题 设 条 件 的 金币 的 最 小 
HE Eo: 

(b) 最 小 的 金 市 总 数 是 多 少 ? 

23. 在 某 条 街 上 ,门牌 号 码 从 1 号 开始 . 有 人 注意 到 ,把 直 
到 他 家 为 止 的 门牌 号 码 统统 加 起 来 (他 家 本 身 的 门牌 号 码 不 在 
其 内 ) ,其 和 正好 等 于 超过 他 家 门牌 号 的 各 家 门牌 之 和 . 试 求 他 
家 的 门牌 号 码 , 若 它 大 于 100 而 小 手 1000 Hid. MATHS SR 
是 从 1 开始 的 连续 编号 ,而 不 是 通常 的 隔 号 编 法 , 试 解 闻 样 的 问 
Rm. 

24. be ARS SBS dip i 185 30 件 脏 衬衫 送 到 洗衣 房 . 弗 来 
德 打 电话 给 洗衣 房 , 对 洗衣 工 说 ,他 的 那 一 包 里 只 有 尼龙 衬衫 总 
数 的 一 半 , 棉 衬衫 总 数 的 三 分 之 一 ,所 以 洗衣 费 只 要 3. 24 美元 
就 网 了 .4 件 尼 龙 衬衫 的 洗衣 费 相 当 于 5 件 棉 衬衫 . 不 具备 东方 
人 精明 头脑 的 洗 农 工 淮 普 * 阿 龙 想 知道 比尔 那 一 包 衣 服 应 收 多 
少 洗衣 费 ? 

25. 某 人 去 世 时 的 年 龄 正好 等 于 他 出 生 那 年 公元 年 份 数 的 
1/29. 试问 ,在 1940 Fat A AIL? 

26. 威 格 斯 太太 的 正方 形 菜 地 今年 比 去 年 多 和 收 了 211 HE 
心 菜 . 试问 她 究 竞 收 了 多 少 ? 

27. 34 90ABC17;79ABC;49148C4( 其 中 字母 代表 模糊 不 
禧 的 数字 } 具 有 一 个 公 因 数 , 试 把 这 些 数 统统 求 出 来 . 

28. 一 块 直角 三 角形 土地 ,一 边 之 长 为 47 个 标准 轨 长 . 试 
间 : 要 用 密 少 根 标准 轨 , 才 能 把 它 全 部 围 起 来 ? 

29. KAA HAT BAW ROM. 其 容量 分 别 为 8,13， 
15,17,19,31 B e. 一 个 买主 各 用 28 美元 分 别 买 了 这 两 种 饮 
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料 L8 fh cn RE AP RK. 试问 ， 


它 值 多 少 美 元 ? 

30， 若 于 年 以 前 ,一 位 热情 的 乡下 情郎 告诉 他 的 女 朋 友 . 
“一 周 前 的 星期 二 是 ' 明 天 ' 时 ,你 曾 说 过 ，' 从 今日 算 起 ,第 28 天 
是 昨天 "时 ,我 们 就 可 以 结婚 了 ,因为 那 一 天 正好 是 下 个 月 的 同 
一 日 期 . :现在 ,亲爱 的 ,我 们 已 经 等 待 了 正好 二 星期 ,而 它 已 是 
这 个 月 的 第 二 天 ,让 我 们 来 算 一 算 我 俩 的 大 嘉 日 于 吧 .” 

31. 两 人 有 同样 多 的 钱 , 参 加 赛马 赌博 . 他 们 把 赌注 押 在 最 
浆 脚 的 马 身 上 ,因为 赔 率 极 高 ,区 区 一 元 钱 可 赢得 很 多 的 钱 . i 
姆 把 毗 注 押 在 一 匹 绰号 “ 硬 饼 干 ” 的 蕊 丐 上 ,认为 它 可 得 第 一 名 ， 
比尔 也 押 在 它 上 面 ,认为 它 可 得 第 二 . 他 们 下 的 赌注 不 一 样 , 赔 
率 也 不 一 样 ,但 两 个 赌注 合 在 一 起 ,相当 于 共有 资本 的 一 半 . 最 
后 两 人 都 请 了 . 但 清点 以 后 ,发 现 汤姆 的 钱 数 是 比尔 的 二 倍 . 试 
fap, f (LAC T BR? 

32. SLRS NE TET f m C 

“好 吃 的 十 字 架 面包 ,又 热 又 得 又 甜 ， 
一 个 铜板 买 一 只 ,一 个 钢板 买 二 只 . 
姑娘 们 不 爱 吃 , 那 就 买 来 哄 小 子 ! 

一 个 铜板 买 二 只 ,一 个 铜板 履 三 只 . 
RA ILA FS. 

28 fi ft a AR SESE Pz.” 

t Rd p ACTUS AT SB CBE BHO MER) A E3059 7 
法 只 有 一 种 , 试问 ;一 共有 几 个 孩子 ? 

33. 一 个 三 角形 湖泊 的 周围 被 三 家 正方 形 庄 园 所 环绕 ,如 
果 庄 园 的 面积 分 别 为 74,116 与 370 英亩 . 试 求 湖 浪 的 面积 . 

34. 求 满足 下 列 方程 的 最 小 整数 解 : 

(adz? —1620y°=1, 


O ERTEAN. LOMA e AP PESE S RE. — HERE. 
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(b) z^ — 1666 — 1. 

35. 汤姆 , 威 利 , 玛 格 丽 ,安妮 用 40 RSET 20 块 糖 果 . 已 
$0 — HR AEBESETH 8 美 分 ,有 果汁 糖 1 分 可 买 两 块 , 夺 仁 巧克力 慷 1 
分 一 块 . 如 果 每 个 孩子 分 到 的 糖果 完全 一 模 一 样 , 试 问 钱 数 应 怎 
畔 支配 ? 

36. 有 个 家 仗 参 加 轮 盘 赌 ,他 先 用 1 个 法 郎 赌 7 次 ,不 问 是 
输 是 赢 , 接 着 用 每 容 了 法 郎 赌 7 次 .然后 又 是 每 次 49 法 郎 赌 7 


EREMI 777777 法 郎 ,试问 他 赢 过 斤 次 ? 

37， 某 男 防 有 一 批 椰 子 ,原来 维 成 两 座 三 角形 底 的 圆锥 形 
宝塔 ,现在 要 改 为 一 座 三 能 形 底 的 圆锥 形 塔 , 试问 ,他 至 少 要 有 
SRF? 

38. HAA 100 多 校 硬 币 , 其 个 数 正 好 是 一 平方 数 ,他 把 本 
币 分 成 相等 的 19 堆 , 每 堆 的 个 数 都 是 平方 数 , 剩 下 81 PED. 
试问 他 至 少 拥有 多 少 村 硬 币 ,并 给 出 一 个 通 解 公式 . 

39， 有 个 守 财 奴 容 藏 着 一 批 金 币 ,其 面值 分 别 是 5 元 ,10 元 
与 20 元 三 种 . 老头 子 把 这 些 金币 放 在 5 ROSE. SRARE 
全 相同 . 他 把 玩 着 这 些 宝 货 , 并 将 它们 分 成 完全 一 样 的 4 E. 然 
后 ,在 确信 一 入 钱币 都 未 丢失 的 情况 下 ,他 拿 起 了 两 堆 并 将 它们 
分 成 完全 一 样 的 3 ME. 试问 ,在 这 个 可 怜 虫 活活 饼 死 之 前 他 到 麻 
藏 着 多 少 钱财 ? 

40， 旅 行家 与 导游 没命 地 冲 上 大 金字 塔 狼 独 逃 命 , 后 面 紧 
3835 — 390 FP. 旅行 家 一 次 跨 5 级 ,导游 一 次 可 跨 6 级 ,而 狮子 
则 一 次 跨 ? 级 . 在 某 一 瞬间 ,旅行 家 与 塔 尖 只 着 1 级 ,导游 还 差 
9 级 ,而 狮子 则 相距 19 级 . 试问 大 金字 塔 共有 几 级 ? 

4l. 某 人 跑 进 店 里 , 花 扩 了 他 口 找 里 的 一 半 钱 , 当 他 出 店 时 
他 发 现 剩 下 来 的 分 数 等 于 他 进 店 时 的 元 数 ,而 剩 下 来 的 元 数 只 
有 进 店 时 分 数 的 一 半 . 试问 ,他 进 店 时 ,口袋 里 有 多少 钱 ? 

42. 一 位 中 国 贵 妇 人 想 买 一 头 价值 11 元 的 小 狗 . 已 知 11 
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枚 圆 筷 铜钱 值 15 元 ;11 校方 孔 的 钢 钱 值 16 元 ;而 11 枚 三 角形 
孔 的 铜钱 值 17 元 . iX In] AT XX HI, RE ERR HI Se 

43. 把 1961 这 个 年 数 用 八 进 位 制 来 表示 . 

44， 一 只 鸡蛋 重 2 英两 ,可 支撑 8 eM. idle. 可 堆 成 多 
少 高 揭底 为 正方 形 的 一 座 维 形 弄 而 不 出 风险 ?如 底 为 三 角形 .可 
堆 成 多 少 高 ? 

45. 求 一 毕 氏 三 角形 .其 三 边 成 算术 级 数 . 

46. 一 个 13X13 HEARED ROR PED. H 
可 将 它们 重组 为 两 个 正方 形 ? 

47. 车 连续 三 数 的 中 间 一 数 为 立方 数 , 试 证 此 三 数 的 乘积 
BE BE 504 整除 . 

48. 求 不 超过 100 且 具 有 同样 的 HN) 的 一 切 自 然 数 N (至 
少 要 有 两 个 ), $CN) 是 小 于 入 AS N 互 质 的 整数 的 个 数 . 

49. N — TR RR. RH 48. 换言之 , 试 求 素 
数 pig THM a.b. tE op —$GD BEY. 

50. 一 位 酒 商 有 5 只 立方 体 大 桶 ,每 只 桶 的 边 长 为 9 英尺 . 
他 还 有 15 只 较 小 的 容器 ,其 形状 也 是 立方 体 . 有 两 只 容器 的 大 
小 尺寸 一 样 . 他 把 3 只 小 容器 中 的 酒 全 部 倒 入 大 桶 中 使 其 灌 满 . 
试 求 各 容器 的 大 小 . 

51. 求 一 个 不 到 40 位 的 七 进 制 数 ,使 数码 3 从 最 右边 移 到 


最 左边 时 ,所 得 之 新 数 ( 仍 是 一 个 七 进 制 数 ) 是 原 数 的 所. 

52. 一 个 行为 蕴 张 的 大 富豪 楼 把 一 百 万 元 送 人 , 赠 款 是 1 
元 或 ? REI 7,49,343,2401 元 等 等 . 他 最 不 喜欢 有 6 人 
以 上 拿 到 一 样 的 赠 款 ,但 却 不 计较 有 多 少 人 要 领取 赠 款 . 试问 ， 
这 一 百 万 元 应 如 何 具体 分 配 ? 

53. MALH n 个 乘 船 遇 难 者 ,一 只 猴子 . 他 们 采集 了 一 堆 
室 子 ,准备 在 下 - -天 瓜分 . 半夜 里 一 个 人 悄悄 起 来 ,把 椰子 分 作 
相 则 的 份 ,发 现 多 出 一 只 椰子 ,此 人 把 它 丢 给 狼 子 吃 了 . 然后 
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他 藏 起 了 一 堆 , 其 他 人 也 重复 了 这 种 行径 , 最 后 一 人 所 留 下 的 元 


子 正 好 可 以 分 成 4 份 . 试问: 原 有 多 少 椰 子 ? 若 有 r ART E 
应 如 何 求 解 ? 

54. 求 一 个 最 小 的 ,只 含 数 码 3 5 7 的 整数 ,要 求 这 个 数 以 
及 它 的 各 位 数码 之 和 都 能 被 3 与 7 BR. 

55. 求 一 个 只 含 3,5,7 的 最 小 整数 ,要 求 此 数 以 及 其 各 数 
码 之 和 都 能 被 3.5.7 整除 . 

56. 求 一 个 最 小 的 整数 ,其 中 10 个 数码 都 各 出 现 一 次 ,要 
SRG RE RE 1,2,…,7,8,9 整除 . 

57. 求 出 两 直角 边 为 连续 数 的 前 100 PRR AB. 

58， 一 位 土耳其 苏丹 打算 派出 一 支部 队 去 打仗 ,其 人 数 可 
用 12 种 不 同 办 法 形成 两 个 方 阵 . 试 同 ,至 少 要 有 多少 人 才能 办 
到 ,具体 应 如 何 安 排 ? 
|. 59. 约翰 * 史密斯 船长 于 1803 年 在 格 罗 塞 斯 特 郡 病故 ,他 
生前 做 过 奴隶 交易 , 死 后 留 下 一 笔 相 当 可 观 的 遗产 给 他 的 九 个 
KA RAM. REHAB: CELT HER BF CH 
UL Maro X BF CHAPEL. 遗嘱 规定 每 个 
丈夫 所 分 到 的 钱 要 多 于 其 妻子 所 得 ,而 妻子 的 钱 又 多 于 小 孩 的 
钱 , 对 此 三 家 来 说 , 差 数 都 一 样 . 所 分 之 钱 统 统 都 是 一 元 饮 标 ,每 
个 继承 人 都 拿 到 一 包 密 封 信件 ,而 每 只 信封 里 的 一 元 所 票 张 数 
等 于 他 或 她 所 得 小 包 中 的 信件 份 数 . RK A Se F eR 
AB BRD SM RE aA. SSP £l 
的 钱 同 汤姆 与 比尔 拿 到 的 钱 一 样 多 TRS WR. BE 
所 拿 到 的 钱 要 比 享 克 多 出 299 美元 . 贫穷 的 琼斯 家 要 比 布 朗 家 
多 得 三 分 之 一 . 何 各 位 继承 人 姓 甚 名 谁 ? 

60. HA N 的 末 位 数 DD 移 至 首位 后 ,形成 的 新 数 将 是 原 数 
的 KK A. iR K—2:3,-,D—2,8,4,7,9 等 情况 , 求 出 数 N 
及 其 位 数 . - 

61. 在 总 现 一 张 4 位 数 支 票 时 ,银行 出 纳 员 错 误 地 支付 了 
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一 笔 由 原 数 的 道 序数 所 表示 的 现金 ,从 而 造成 亏损 ,而 亏损 金额 
是 一 个 平方 数 . (a) 此 种 平方 数 可 能 有 名 少 个 ?Cb) 它 们 究竟 是 哪 
HORA? Ce) 原来 所 开 出 的 支票 可 能 有 多 少 种 不 同 写 法 ? 
62. 如 果 上 题 的 亏损 金额 是 一 个 立方 数 , 试 解 相应 的 问题 . 
63. $ NN 二 AAABBBCCC ,加 上 1 以 后 , 它 变 成 了 一 个 平 
方 数 , 试 求 N. CA, B CERERE.) 
64. “漂亮 姑娘 名 丽 琳 ， 
从 1 如 到 十 亿 整 . 
各 位 数字 都 要 加 ， 
总 和 多 少 算 分 明 ， 
此 事实 在 太 烦 心 . 
你 能 助 以 一 辟 力 ， 
她 愿 酬 谢 百 万 金 . ” 
65. Hae 为 一 正 整数 , 试 证 明 377 1 十 2 人 恒 能 被 7 整除 . 
66. CEVE)/(DID) =0. TALKTALKTALK «A gm —T 
已 化 成 循环 小 数 的 普通 分 数 . 试 说 出 各 字母 所 代表 的 数字 . [301] 
67. 设 ABC 为 一 毕 氏 三 角形 ,BF BAA B 的 分 角 线 . Æ 
£& AE 与 BF WAT E.G 是 斜 边 的 中 点 ,G5 与 AB 相交 于 D. 
线段 EG 之 长 等 于 49. 求 三 角形 ABC 的 各 条 边 . 
68， 一 个 三 位 数 除 以 其 各 位 数字 之 和 时 得 出 商 数 26. 求 满 
BERR. 
69， 求 一 最 小 整数 , 它 能 用 7 种 不 同方 法 表示 为 两 个 整数 
的 平方 和 . 
70. 求 出 以 aabeccddee 代表 的 两 数 ,其 中 之 一 为 完全 平方 
数 , 另 一 个 是 完全 平方 数 加 上 7. 每 种 情况 均 有 两 个 解答 , 《由 不 
同 字母 代表 的 数码 不 一 定 要 求 不 相同 ,然而 同样 的 字母 必须 代 
xm. 
71. 两 个 人 出 售 一 群 母 牛 . 母 牛 共计 ch ELS UT oc. 
他 们 用 上 和 牛 收入 买 进 若干 头 绵羊 ,每 只 羊 进 价 10 元 ,还 有 一 只 
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TEE , 进 价 不 足 10 56. 等 人 都 分 到 了 同样 头 数 的 动物 ,但 为 了 


使 分 配 公正 无 菊 , 分 到 小 羔羊 的 人 另外 收 进 了 一 些 补 楼 金 . 试 
癌 .他 将 从 另 一 人 手 上 拿 进 多 少 钱 ? 

72. AMRF 500 万 的 -一 支 大 军 排 成 一 个 庞大 的 方 阵 ， 
另外 又 得 到 了 十 个 方 队 的 人 人员 增援 . 这 十 个 方 队 ,每 队 都 拥有 同 
3g i HAS HEC. 现在 整个 部 队 的 总 人 数 超过 了 一 干 万 人 ,但 省 于 
原先 大 数 的 3 倍 . 现在 他 们 可 以 排 成 400 个 同样 的 方 队 , 或 者 全 
体 估 员 排 成 一 个 方 阵 . 试问 :在 400 个 方 队 中 ,每 队 各 有 和 多少 名 
将 士 ? 

73. 在 一 张 陈 年 旧 发 票 上 记载 着 ; 买 进 72 只 火 鸡 ,总 价 
* 67.9* 美元 ;首位 与 末 位 数字 已 经 分 辩 不 清 了 . 试 求 出 这 些 数 
自 字 . 

74， 数 (a6bb6): 一 1 有 着 十 位 数码 ,不 重 不 漏 . 求 此 数 . 

75. 求 一 最 小 与 最 大 的 平方 数 ,使 所 有 的 十 个 数码 全 都 出 
现 , 而 且 每 个 数码 都 只 出 现 过 一 次 . 

76， 利 用 不 重复 的 十 个 数码 , 试 求 出 一 个 10 位 数 ,此 数 在 
加 上 一 百 万 以 后 ,可 得 出 一 个 平方 数 . 后 者 的 平方 根 必 须 是 一 个 
加 文 数 , 即 顺 读 和 倒 读 都 相同 的 数 . 

77. EMER 0 的 条 件 下 解 第 76 题 , 此 时 所 涉及 的 将 是 
一 个 九 位 数 , 其 他 杀 件 都 同上 题 一 样 . 

78. FSR 76 与 77 中 所 提 的 回 文 数 要 求 , 试 求 以 上 
两 题 的 解 ,使 两 个 5 位 数 的 平方 根 把 10 个 数码 全 都 用 上 . 

79. 人口 普查 员 询问 在 走廊 里 遇 到 的 男人 :这 屋子 里 住 着 
哪些 人 以 及 他 们 的 年 龄 . 此 人 管道 ,“ 我 的 年 龄 是 我 老婆 .儿子 、 
女儿 年 龄 之 和 ,我 们 的 年 龄 全 都 是 平方 数 . 我 父亲 的 年 龄 是 我 的 
年 龄 再 加 上 我 老 鸣 与 女儿 的 年 龄 ,尽管 他 早已 过 了 壮年 ,可 是 他 
的 年 龄 却 是 一 个 素数 , ”人 口 普查 员 不 慌 不 忙 地 帮 了 记录 . 对 这 
POA SRB SET AS FES ,他 应 当 作 些 什么 特殊 注解 呢 ? 

80， 试 证 1+ [i + C10 — 12999] (109999 — 15 =o, 
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mod 99991. 

81. 一 位 农夫 有 块 土地 ,其 形状 很 像 正 五 边 形 , RAPA 
每 :一 条 也 都 是 毕 开 三 前 形 中 的 一 边 . 所 有 五 个 三 角形 部 不 相似 ， 
而 其 顶点 都 在 农具 庄园 的 外 面 . 试问 ,五 块 三 角形 土地 至 少 应 有 
名 太 面 积 ? mum du. pev 

82. 出 售 电子 零件 的 年 度 毛 收入 是 3893. 93 美元 ,上 一 年 
的 生意 要 好 得 多 , 毛 收入 是 8311. 19 美元 . 设 零件 售 价 保 持 不 
变 , 试 问 : 上 一 年 亦 出 了 多 少 零 件 ? 

83， 一 位 年 老 的 炼金 术士 有 两 个 球形 烧瓶 ,其 中 一 只 周 长 
12 英寸 , 另 一 只 周 长 24 英寸 . 他 想 把 其 中 的 液体 倒 入 另外 两 上 共 
大 小 不 一 样 的 烧瓶 中 去 ,而 后 者 与 原先 的 两 只 烧瓶 大 小 也 不 相 
同 ,试问 ,车 用 有 理 数 表 示 , 两 只 新 烧瓶 的 周 长 各 是 多 少 ? 

84. 汽车 代理 人 发 现 , 他 们 出 售 某 种 汽车 的 年 度 总 收入 是 
1.111.111. 00 美元 ,但 究竟 卖 出 了 多 少 辆 汽车 的 原始 记录 却 找 
不 到 了 . 你 能 不 能 帮 他 一 点 忙 ? 

35， 一 个 商人 有 两 只 大 小 不 一 样 的 立方 体 盒 子 , 其 容积 之 
和 为 6 立方 英尺 . 求 两 只 盒子 的 大 小 . {用 有 埋 数 表示 . } 

86， 一 农夫 拥有 一 块 正方 形 土地 ,每 边 长 为 立 英 里 . 他 为 四 
个 儿子 在 四 只 角 上 搭 起 了 篇 秃 , 围 成 了 直角 三 角形 土地 , 这 些 三 
角形 有 着 相同 面积 ,但 其 形状 都 不 一 样 . 三 角形 各 边 之 长 ;以 英 
尺 表示 时 都 是 整数 . 截 出 四 角 后 , 留 下 来 的 土地 ,其 形状 是 一 个 
不 规则 的 入 边 形 .但 仍 搁 有 原来 正方 形 土 地 面积 的 96 多 以 上 ， 
试问 :其 面积 到 底 有 多 少 平方 英尺 ? 

87, 求 具有 间 样 周 长 的 四 个 最 小 本 原 毕 氏 三 角形 ， 

88. X — T ILE N — abcdefabe , 它 的 平方 根 是 四 个 
TIS] EC] ERR ao ab a0, fi (def) = labe). 

89. 求 最 小 的 三 个 连续 整数 (0 BHRED) ,其 中 每 个 数 
都 是 两 平方 数 之 相 ， 
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90. 某 个 8 位 数 273* 49*5 中 有 两 个 数码 被 涂 掉 了 .已 知 
该 数 能 被 9 与 11 整除 . 求 迷 失 的 数码 . 

91， 在 一 个 动物 饲养 场 里 , 马 与 小 鸡 的 涉 数 与 起 膀 数 之 和 
ACT EM. 问 ; 场 里 有 针 人 少 匹 马 ,多 少 只 小 鸡 ? 

92. 某 学 生 不 小 心 擦 挤 了 一 个 除法 的 竖 式 算 草 , 他 只 能 回 
忆 得 起 ,由 上 往 下 的 紧 挨 着 的 被 威 数 是 690;2415 与 2070, 而 最 
后 的 余数 是 1. 根据 这 些 信 息 他 复原 了 原来 的 草 式 , 你 也 能 做 到 
a5? 

93. 一 个 七 进 制 的 三 位 数 在 转换 为 九 进 制 时 ,三 个 数码 正 
好 颠 伍 过 来 (还 是 这 三 个 数码 ,但 顺序 从 自 左 到 右 变 成 自 右 到 
Fe). OR it A. 

94， 对 一 切 整数 > ENE + 29+ be ER 

95. “给 我 求 出 一 个 数 来 ,” 国 王 对 他 的 宫 延 弄 臣 说 , 它 的 
一 半 应 是 一 个 平方 数 , “这 太 容 易 了 , ”小丑 说 , “但 是 , 它 的 三 分 
之 一 应 是 一 个 立方 数 . ”国王 继续 说 下 去 ,小 丑 看 来 腔 色 沉重 了 . 
* 最 后 ,此 数 的 五 分 之 一 应 该 是 一 个 五 次 方 数 . ”小 丑 一 听 , 简直 
ESAT. “明天 早上 你 一 定 要 找 出 这 个 数目 ," 国 王 最 后 斩 钉 截 
铁 地 说 ,“ 否 则 你 就 得 把 我 塞 居 的 老 和 岳母 领 去 , 同 她 结婚 . "AB 
被 国王 彻底 击 省 了 ,总 算 下 一 天 早上 他 求 出 了 正确 答案 ,从 而 摆 
脱 了 比 死 还 要 精 糕 的 坏 运 气 . 

96. 求 一 立方 数 , 使 它 在 减 去 一 平方 数 后 ,其 差 等 于 
2,000,000. 

97. 证 明 61! +1=0.5 63! +1=0 mod 71. 

98. 当 且 仅 当 (十 1) 不 是 一 个 素数 时 ,前 = 个 连续 自然 数 
的 乘积 能 被 其 和 整除 , 试 证 明之 ， 

99. 在 10000! 尾部 有 多 少 个 紧 接 着 的 0? 外 


D ”原文 提 法 不 严密 , 现 改 正如 上 . 一 一 译 者 注 . 
— $862 一 


LIN AE EE MR ER MEL iMi aT M 


tw Wrap 


sk 马上 比武 
100. 一 个 等 腰 三 角形 的 两 边 都 等 于 某 -- 本 原 毕 氏 三 角形 的 


任 边 . 试 证 明 ; 存 在 着 另 一 直角 三 角形 ,其 直 前 边 之 长 为 整数 ,而 
其 斜 边 等 于 该 等 采 直 角 三 角形 的 斜 边 . 


一 363 一 
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第 26 章 女王 的 讲解 ， : i B 


第 1 章 的 问题 


Sin" 

1. 16000001= 109 + 229 + 641. 

2. 111 页 的 图 4. 

3. 由 于 5929 一 ?2?。1124: 小 于 此 数 并 与 之 下 质 的 整数 的 个 
HUA: 4(59290—7* 6 + 11 + 10=4620. 

4. L 323 页 ,第 25 WE(R]ER 54 的 解答 . 

5. Xj r—p'—q'—25q.y— p - qz — p — q^ t 2pa 为 
HOW x^ r 成 算术 级 数 , MS p= 二 2,9 二 1; 这 些 数目 是 
—1:517 而 其 平方 数 为 1;25;49. 4 5—3,4—1 时 ,这 些 数目 是 
2;10;14 而 其 平方 数 为 4;100;196. 四 个 平方 数 是 不 能 成 为 算术 
级 数 的 . 

6. WAS 2 章 的 问题 解答 ， 

7. 见 第 ?7 X. 

8 可 参看 一 本 数论 教科 书 , 例 如 乌 思 宾 斯 基 与 希 斯 莱特 的 
(5g fiie». Se B SE TE AE 45 2: 8] 1939 年 出 版 . 

9. WEB 3 章 . 


O “ 指 原 书页 码 , 下 同 :今后 不 再 注 明 . 一 一 译 者 注 . 


第 36 章 女王 的 讲解: 问题 的 解答 与 提示 


第 2 章 的 问题 


第 8 页 

1. 求 具有 100 个 除数 的 最 小 数 . 把 100 分 成 2,3,4 个 除数 
&]3E $1.50 * 2.25 * 4.20- 5,10* 10;25 * 2* 2.10* 5 * 2.5% 
5*4,5*5*2-*2. AIL 100 个 除数 的 框 应 形状 为 :pg p" 
gpg’. pp qr. p*a'r pgri p grs. Bh ig — TIE XX n] f8 
gii] ig 2° + 34+ 5 + 7= 45360. 

2. KRA 96 个 除数 的 最 小 数 , 先 把 96 分 成 2,3,4,5,6 个 
因子 的 乘积 . 我 们 只 需 检查 5 个 与 6 个 因子 的 两 种 情况 AER 
他 情况 之 下 ,相应 的 指数 必然 十 分 庞大 .肯定 得 不 出 最 小 解 . 这 0306] 
ECEGEGEIE6-2-2-2-2:4*3-2*2- 210 3* 2.2.2 
*“ 2，2 等 情 阅 ,与 此 对 应 的 数 其 形式 为 p'arst s pho rst p'arstu., 
它们 将 引出 解答 


2,:3*:5*7*11, 2*3 *5*7*11, 
227«3-5*7*11*13. 


其 中 以 第 二 数 2，32。5。7，。11 一 27720 为 最 小 . 
第 S 音 的 问题 


第 35 页 
求 魔 数 715:364,924€24 5,4, — Di X ARMË. pogr 
为 待定 之 魔 数 . Fab 分 别 为 下 对 模 ?,11,13 之 剩余 , 则 有 
patgbt+re—K + 1001—X. 令 p=1l* l3usq=7 + 13uir=7 + 
liw, M] 143ua+ 91eb+7?we — X —1001K. FEA 

3ua — a — 0 mod 7. 

3vb — b — 0 mod 11, 

12wc — c = 0 mod 13. 
由 于 a,b,c SRD 7.11513 互 质 ,我 们 可 在 同 余 式 中 约 去 公 因 

一 365 一 


Rt ow 


FM AR 
3u = 1 mod 7, 
3v =1 mod ii, 
12:72 ] mod 13. 
于 是 x 三 5,v 三 4,v 三 12, 分 别 对 应 于 模 7,11,13, 因此 p= 1432 
=715:¢=9lv= 3641r=77w= 924. 
如 果木 用 p.g;r 只 要 记 住 ww 一 5.v 一 4,ww 一 1]2( 或 一 1) ,也 
可 像 第 5 章 正 文中 所 讲 的 那样 ,得 出 这 些 魔 数 ， 
第 38 页 
l. r—37a—1;y—83— 71a,iX H ,a 是 任 一 正 、 负 整数 或 
零 . 
2. 7 一 11 十 107uiy=873 一 599e ,这 里 ,e 是 任 一 正 、. 负 整数 
m. 
3. 1001z--770y- 1000000-- 5. BR EA 77, HT B ER. 13x 十 10y 
= 12987 +(64+1)/77. 8] À, 5 — 76 是 可 使 分 式 给 出 和 整数 值 的 最 
小 值 .于 是 10y=1 mod 13.y=4 mod 13; 即 y=132+4. 故 有 
13r-4-130z 4-40—12987--1. BE EA 13 后 ,得 出 x 十 10x 十 3 一 999， 
即 x— 996— 102. 可 见 ,在 z 的 值 取 0 到 99 时 ,能 得 出 100 个 解 
[307] 管 . 


第 6 章 的 问题 
第 47 页 
我 们 必须 去 解 
(27! — pea 
也 就 是 


gent 一 1 一 pa? — (go-na 十 Lycee Die — 15. 


如 时 括号 内 的 数量 有 有 一 个 公 因 子 , 则 其 差 2 便 是 一 个 .但 是 这 些 
一 366 一 


第 26 童 女王 的 讲解 :问题 的 解答 与 提示 


数量 都 是 奇数 ,因此 , 除 1 之 外 ,它们 不 可 能 和 具有 公 因 子 2. 由 此 
可 知 它们 必 为 互 质数 ,由 于 其 乘积 为 pa ,所 以 其 中 之 一 必 为 平 
方 数 ,否则 它们 不 可 能 互 质 , 从 而 可 以 肯定 ,或 者 是 aO 
=r MBB 27 U"]—]—23' PE GS ES. 如 为 前 一 情况 A 
Tz 是 奇数 二 2y 十 1. 故 有 


gr 41—4y 十 4y 十 1， 
Bir Qe? c (y? + y) = 4yCy +1), 


由 于 yy 与 y 十 1 中 必 有 一 个 奇数 , 故 其 乘积 不 可 能 是 2 BERE LER 
dE y=1, 其 时 相应 的 pp 等 于 ?. 在 后 一 博 况 ,22 一 1] 一 4x 十 
4y--1. B[ 2^7 77 2(2,y* -2» 49- D FEM BABE TR. 
HARDEE? 的 乘 卉 时 ,这 个 奇数 只 能 是 1. 由 此 可 知 v= 
0, 相 应 的 p 值 为 3. 因此 当 p=3 与 ?时 , 费 马 商 才 是 平方 数 , 它 
们 分 别 是 1 与 9. 


第 s 章 的 问题 
第 57 页 
哪个 和 数 更 大 些 ? 
123456789 i 
12345678 21 
1234567 321 
123456 4321 
12345 54321 
1234 654321 
123 7654321 
12 87654321 
1 987654321 
两 个 和 数 一 样 大 . 
Soot 


18(111222333444555666777889 — (1/81)¢1/111) + 10” 
—(1/9) * (1/111? © C111111111111111111111111111) 
— 367 — 
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— (1/9) * €1001001001001001001001001). 
第 62 页 
为 什么 15873 与 了 的 倍数 相 乘 时 能 得 出 一 串 重 复数 码 呢 ? 
数 15873—3- 11 * 13 * 37, Am 7m + 15873— m €7 * 11 * 132 
(3* 37)=m * 1001 * 111 9m * 11111. 
为 什么 90991 + 123321 能 给 出 111111111111? 这 是 因为 
90991—9901 * 7 + 13. fT 123321 — 1111 * 111—101 * 11 * 3* 
37. 于 是 


90991 + 123321 = (9901 * 10107 * 11 * 1363 * 37) 
= 1000001 + 1001 + 111 
= 1000001 + 111111 

111111111111. 


Hos m 

除 2 与 5 之 外 ,为 何 一 切 素数 都 能 整除 无 限 多 个 由 同一 数 
码 重 复 而 形成 的 整数 ?由 费 马 定 理 可 知 , 如 果 p 是 2 与 5 以 外 的 
其 他 素数 , 则 同 余 式 1021 mod p 恒 有 一 和 解 ( 见 第 10 章 ). B 
m.10—1-99--9€e 个 9 不断 重复 而 形成 的 整数 ) 必 能 为 pp 整 
Be. (能 为 p 整除 的 .个 数 最 少 的 一 串 9, 其 个 数 是 模 pp 时 10 所 
属 的 指数 ,而 。 的 任何 整 倍数 所 形成 的 一 串 9 都 能 被 p 整除 . ) 

由 于 任 一 素数 都 与 其 他 素数 互 质 , 我 们 可 将 一 串 3 所 形成 
的 数 除 以 9, 从 而 得 出 一 串 1 ,市 这 不 会 影响 可 除 性 , 最 后 ,又 可 
把 这 一 串 1 乘 以 任何 其 他 7 个 数码 之 一 而 不 影响 可 除 性 . RE 
之 ,由 一 串 同 样 数码 所 形成 的 整数 鲁能 被 一 素数 整除 ,只 要 有 足 
够 多 的 重复 数码 就 行 (最 多 不 超过 p 一 1 个 ). 


第 12 章 的 问题 


第 89 页 
把 10 写成 公式 B 的 形式 可 以 有 两 种 办 法 ,它们 是 : 
— 368 — 


Aren SCION OINDEESET 


ll 1), 2*2-— DIPCI — 1). 


HKA . Hj462'(2—10.3'€3— 1), 22-1) + 3°C3—-1). 
第 91 页 

D. B 6c BUND ,将 如 用 一 切 可 能 办 法 记 为 公式 了 的 形状 . 

OD) $5—2'Q.I Ub Q Ep TE 为 首 的 一 列 里 .列举 出 
b BS ERR SA z 的 那些 除数 不 在 其 内 . 注意 ,1 SORE 
也 应 列 入 , (为 了 便于 核查 ; 防 目 遗 湛 ,应 将 每 个 除数 都 写成 案 数 
83€ 3E 2 5k SE £8. 

(2) 在 以 A 为 首 的 第 二 列 中 ,要 记 下 各 个 (六 十 1) 的 值 , 如 
果 它 们 是 素数 的 话 , 将 赔 , 记 为 “一 ”, 以 表示 空缺 ， 

(3) 将 每 个 f; ARBAB SHREK E 去 除 , 若 商 
为 8 一 1, 则 在 8 的 一 列 中 记 下 B17'; 若 商 不 等 于 8B 一 1, 则 记 下 
空缺 号 “一 ”， 

(4) 在 A 列 或 BB 列 中 一 处 部 未 出 现 过 的 天 应 予 排除 . 

(5) 从 后 列 中 选取 因子 ,将 5 用 一 切 可 能 办 法 表 为 1 ,2,3: 
… ,直至 Ca 十 1) 个 因子 的 乘积 ,所 采取 的 只 能 是 试探 办 法 , 1 必 
须 视 为 一 个 不 同 因子 . 一 个 因子 六 只 能 在 乘积 中 再 重复 -次 ， 
在 4 与 号 两 列 里 不 能 同时 出 现 两 个 空缺 记号. 

如 在 4 列 与 B 列 中 对 应 的 素数 完全 一 样 , 则 应 排除 此 种 因 
子 组 合 . 例如 在 表 99 中 ,不 能 同时 都 要 2，5 与 2。5，11 这 样 
的 组 合 , 因 与 这 种 因子 组 合 对 应 的 素数 都 是 11 RAE. 

(6) 为 了 把 8 天 为 公式 B 的 形状 ,把 (5) 中 用 到 的 每 个 写 
下 来 ,车 A 到 中 有 一 空缺 ; 则 记 下 APA; BAAS. 
刚 记 下 BB 一 1), XX EBD EX XE REB. 若 ALB 两 列 中 都 出 
现 空缺 , 则 /可 提供 两 解 . 

第 91 页 

1 .把 I 的 结果 记 在 直入) 的 这 一 列 ,在 NN KE, ME N: 

写成 和 04; 一 1 与 BiB, DERE. 实例 ;对 
. — 369 — 
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tiwa 


b= (MN) = 22-357 +11 
具体 解法 详 见 表 909 与 100. 
f A B f A B 
1 2 一 [2511* 一 一 
2 3 2$ | 2 +3 13 — 
2 5 g 245 — 5? 
2*3 7 3 2: .]]* — -- 
2.45 11 一 2? egf 101 5 
240 23 一 2 3 5 61 一 
25 一 2*43*11* 一 一 
24345 31 一 2: .5%11* — — 
2*3-*11 67 一 - at 3 age — — 
Pei ell — 11* 29? .52 .11* — — 
2+3 *5* 151 — 2: 43 5411 661 — 
2 «57 «11 * 一 一 25.3 55 «11 3301 — 
2335511 331 一 2343 +52 +11* — 一 
[310] $3599 BH 600—239 1L RN 的 准备 工作 
$UND b 作为 Re BBA SN 
SER C1 的 解答 ) NO MRE) 
(242? #3 +5? el) (a) 3*43— 1»*3301" «(3301 — 1) 33301 
(52 2*(2—1)23301* * (3301 D 2? «3301 
(22 552 3 5 EDD 5*(5—1)*331" «(331 71) 553 
(2*5) «3 5 11) . 11° *CLL- D*661? (661— D 11 *661 
(23-1 X *52) (a) 67° «(62 1»»5?05— D 61:5? 
(b) 87* «(67 ~ 101? (101 7 1) 67 +104 
(295 9112? *3*5) IL O1-D-*61*€617 D 11? +61 
XPZ #3 557 11) 2*(-)D»3'(-1»3301*(301-1) 2 *3*3301 
(27 352 33 451105 2:(2-1H5(5- 1:331" (331 2 1? 2555-331 
(1)€2 *5)(27 93 55 41D 2*(2- D-11901 - D*661*0661— i) 2 *11 *661 
(1902 *3 10 95) (a) 209 167*(67 2 1) S705 -1) 2567 553 
(5) 22(2—1)-67*(62 -—1}+101°C01- 1) 2 +67 +101 
0X #5 911902? 8325) 2*(2—- 1101-7 D*619€661—12 2 *11* +61 
(20 35)(2 *3 55 11} (a) 3? * (3— 1I? *01— D*331D(331— 1) 3*11 233] 
(6) 2(2- DLL LL D*3319 (31-7 D 2 +11 +331 


X 100 


能 使 $O0—2 3-5 11809 N QE 


Qo AES CEBEBITIRRETGEBR. BAAS BEARER. IEEE. 
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oN) =o TES REA BIE AB HN =b 


广 的 乘积 (1 的 解答 ) NO WRR 

(X [D 3 5) Ca) 3" «2 «23^ «22 - 15i? «150 3234151 

(53 2 «1 23° +22 «151^ «150 2? «23 «151 

(2)(2 +3 5265 *1D (a) 343— 1231" (31— DH G1- D) 3-31-17 

(6) 2(2— 0*3131— D*1)(01-D 231p) 

(2:5)? 10 +35) 1*1 - 022? (93-7 D231?*G1-1) 11:23 531 
(DO +5902 «3*8 1D 29 «1 «39 42 «11? «16 «331? *330 2*3*11 +331 
(DG 10 83452 29 «| «35 «2 «23? 422 «151? 150 2:323 «151 
X035 2? 123" 2 317 *30 411 10 24331 4117 
aX 5X2 1G 3252 2? «1 «11 *10 «23? +22 «31? +30 8 «11 23 731 


3 10 WEB 600-2 «3-5 - nim v (ice 
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,对 $CN) 二 5b, 某 些 5 值 不 可 能 有 解 的 情况 ;对 一 个 奇数 
qÉ 294-1, 2:4 43-1. 279 8-1, ,2"*g 十 1 全 都 是 合 数 , 且 4g 不 是 
2* 十] 形式 的 数 (2 PRESE nn), WN 40ND = 2^g 不 可 能 有 解 . 如 取 
q719,n— 5,0] 39;77;153;305;609 统统 都 是 合 数 ,而 且 19 X. 
不 是 2* 十 1 形式 的 数 ; 因 此 2 - 19= 3852? - 19-2 76; 2? - 19— 
152;24，19 一 304425。，19= 608 JEJE EAE] $CN) 值 . 

另外 还 有 (1) 车 p,q 是 奇数 ,不 都 是 3 HER, (22p91 
不 是 素数 ,(3)9 不 等 于 2 十 1;, 则 CN) 二 2pg 无 解 - 例如 , 户 二 3， 
q=15 满足 了 以 上 各 条 件 , 所 以 $60ND — 90 无 解 .对 p 一 5,9 一 
17 ;情况 亦 然 , 故 ACN) —170 也 没有 解 . 

$9519 

(a) $(N) —72 有 17 M. 1138 73:91:95; 111; 1173135; 
146; 148;152:182;190;216;222;228; 234;252;270. 

(b) AN) — 144 A 21 8E. EAL: 185; 2195 273; 2853 292; 
296; 3043 315; 364; 3703 380; 432; 438; 444; 456; 468; 504 5 540, 
5465570; 630. 

(co) $0ND = 480 A 37 RE (013 152715335; 7151 7235861; 
915; 964; 975; 976; 992; 1054; 1066; 1144; 1148; 1155; 1220; 

一 371 一 
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1232; 12401 1300; 1400; 1430; 14465 1464; 1476; 1488; 1540, 
1584; 1716; 1722; 1800; 1830; 1848; 1860; 1950; 1980; 2100; 
2310. 

(d) CN} = 2) - 3+ 5? + 11— 6600 & 24 HR. ENE: 
3301; 2° © 3301; 5* * 331,11 + 661;67 + 5°;67 * 101; 11? * 6152 
*3*43301,2* 11 * 66152 5% + 331;2 * 67 * 101;2 * 67 * 5°32 
*11)*61:22*11* 33133 * 11 * 33153 * 23 * 1513 2? * 23 * 
151;3* 11? + 3122 + 11? 315,11 * 23+ 312* 3* 11 * 331;2 + 
3*23*151;2* 3* 1)? + 312* 11 * 28 * 31 FE 100). 

(e) $(OND — 1 的 解 有 两 个 :N==1 与 N=2. 


orm 
oN) WN 解 的 | $00 NN 和 解 的 
- 个 数 =6 E: 
1 1:2 2 28 29,58 2 
2 373436 3 30 31:63 2 
4 5482280312 4 32 51:64:68 ;80 7 
6 759514318 4 9631023120 
8 15:16,20 5 36 371571634174 8 
24,30 76;108;114;126 
10 11:22 2 40 41:55175 9 
12 13:21;26 6 82;88;100 
28136;42 110;132;150 
16 17,32134 6 42 43,49:86,98 4 
40148160 44 693925138 3 
18 19127138;54 4 46 47194 2 
20 254493344 5 48 65,104:105:112 12 
20,66 130:140:144:;156 
22 23:46 2 168;180;210 
24 35:39145,52 10 
56;70,72,78 
84,90 


101 不 大 于 多 的 一 切 #=$(N) 所 对 应 的 N 0h 
— 372 — 
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7. 第 328--329 页 的 表 103 给 出 了 两 直角 边 长 只 相差 1 的 


第 14 章 的 问题 


BY 100 个 毕 氏 三 角形 的 斜 边 与 较 短 直角 边 之 长 ， 


9. 三 边 为 1357;1476;2005 的 本 原 毕 氏 三 角形 的 周 长 为 


4338, 面 积 汶 1001466. 


10， 每 边 之 长 在 2000 与 3000 之 间 的 本 原 毕 氏 三 角形 为 


2059,21004,2941. 
第 132 页 


有 着 同样 周 长 的 四 个 本 原 毕 氏 三 角形 共有 以 下 六 个 解答 ， 
其 中 ,m,n 为 母 数 , HW DMA mn mam T wi AB 


2mm tn. 
RI 2 3 
编号 p—REmónn) m n m n m n 
1 543660 390 307 430 253 442 173 
2 554268 374 367 418 245 442 185 
3 570180 390 341 430 233 442 2903 
á 570570 385 356 399 316 429 236 
5 949620 490 479 510 421 3579 263 
6 9586700 506 469 550 347 598 227 
第 15 章 的 问题 
第 145 页 
数 
5580731520 = 74088' + 9576* = 650167 + 36792* 
= 58968’ + 45864? = 
第 154 页 


组 个 人 用 去 的 钱 是 个 平方 数 ,而 每 位 丈夫 比 其 妻子 要 狗 用 
去 63 76, RIA XD T:M'O-W'—63-OM-WO(OM-Wo- 


72072! + 19656’. 


510 
494 
510 
455 
646 
650 


一 873 一 
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63 + 1=21 + 3—9 * 7. 由 此 解 出 MW. mE A ET. 32.12,8 
头 猪 ,他 们 的 妻子 买 了 31.9.0 A. 从 而 相知 享 利 必 定 买 猪 32 
3. . E fib EMSRS SE 23 头 , 而 另外 两 个 买 猪 数 12 与 8 均 小 
于 23. 由 此 也 可 推出 遍 塞 林 买 的 猿 必 定 是 9 头 . 采用 类 似 的 推 
理 办 法 ,可 以 判明 埃 利 买 了 12 头 , ARRET 1 头 . 留 下 的 8 
壮 猪 ,肯定 是 康 辑 里 斯 所 买 . 而 31 是 安娜 买 的 猪 数 . 由 此 可 知 三 
对 夫妻 是 亨利 一 安娜 , 埃 利 一 凯 塞 林 , 康 纳 里 斯 一 盖 特 路 德 . 
38 154 8 

每 位 母亲 都 比 她 的 女儿 多 消费 4. 05 美元 ,而 每 人 所 用 去 的 
QUIE BBE A $8 AT IET M - D'—405- (MDM 
D)-—405* 1—135 « 3—81 « 5245 + 9-27 » 15. RM AAA 
的 M.D RIE MER REAR FRA: 


所 头 的 码 数 付出 的 钱 数 
8E GRB XC E JUL X: 母亲 所 付 LETT 
=M =p =M" =p 
203 202 $ 412. 09 $ 408. 04 
69 66 47.61 43. 56 
43 38 18. 49 14. 44 
27 18 7.29 8. 24 


21 6 4. 41 0. 36 


问题 的 条 件 终 于 澄清 了 事实 ;女儿 的 姓氏 肯定 是 英 达 ，。 哇 
密斯 ,安娜 ， ABA. RK A + RAT. a * GRA DIS + DX 
m. 

第 i57 页 

公差 为 23, 且 能 形成 等 差 级 数 的 三 个 平方 数 , 请 参看 第 317 

页 ,第 25 章 问题 21(c) 的 解答 ， 
第 159 Ti 

WEH 18,15.14,10,9,8,7,4.1 的 九 个 正方 形 可 以 组 装 成 

一 个 33x32 的 矩形 , 见 图 25 所 示 . 
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SUR 女王 的 讲解 :向 天 的 解答 与 提示 


图 25 ATESRGBEBDIBXE 
第 161 8 
一 个 13X13 的 正方 形 可 分 解 为 以 下 各 正方 形 : 
1:7 --2*6 --1*45--2* 8 3*2 -2*1' = 169. 


UB X3 AM 1424+1424342=11 是 此 种 分 解 所 需 的 为 
数 最 少 的 正方 形 的 个 数 , 见 图 26. 


A 26 十 一 个 正方 形 重 新 组 装 成 一 个 正方 形 [314] 
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第 19 章 的 问题 
第 203 页 
二 次 间 余 式 229 mod 1193 的 解 是 
zi=+ 534 mod 1193. 


第 21 童 的 问题 


8233 
各 数 的 因子 分 解 如 下 : 
(a) 23449=131 * 179, 
(b) 394831—67 - 71+ 83, 
(c? 16503593— 3733 * 4421, 
(d) 1800000] 3307 - 5443. 


第 22 章 的 问题 
第 248 页 
不 定 方程 x — 61s? =) 的 最 小 解 是 
1766319049* — 61 + 226153980? = 1. 
如 包括 哈 罗 德 自己 在 内 ,这 支部 队 应 有 
x? = 3119882982860264401 


A. 如 把 领袖 算 进去 ,这 支部 队 可 以 排 成 61 个 方 阵 , 每 一 方 阵 将 
GI —1)/61, BH 51145622669840400 人 ,也 就 是 226153980 的 
平方 . 如 果 每 人 占 地 1 平方 英尺 , 则 至 少 要 有 地 球 直径 三 售 大 的 
一 个 球 ,才能 容纳 得 下 这 支部 队 . 
第 259 页 
佩 尔 方程 x: -—211y —1 的 最 小 解 是 
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Wok 女王 的 讲解 :条 是 的 解答 与 


278354373650" 一 19162705353? = 1. v 


第 25 章 的 问题 

第 294- 305 页 

l. $10.21. 

2. EA F f RBREdREGEJAEIENE.X X E—T.—T5-T-f* 

ym. [315] 
na 正方 形 一 个 三 角形 ”二 个 三 角形 三 全 三 角形 
X x 边 长 的 过 长 的 边 长 的 边 长 
36 6 8 64,5 53533 

1225 35 49 35,34 33:32:16 

41616 204 288 204:203 192;192;95 
1413721 1189 168} 118931188 1121;1120,560 
48024900 6930 9800 6930;6929 6533 ;6533;3267 


1631432881 40391 57121 40391,40390 380814138080; 19040 


第 一 年 省 下 36 美元 ,第 六 年 竟然 要 她 省 下 十 六 亿 三 千 多 万 美 
Ju! 

3. RRX 31,41,49 BH EHH. 

4. 772 下 ,如 把 开始 时 的 一 记 硕 钟 声 算 进 去 的 话 ; 若 不 算 ， 
那 恒 是 771 TFT. 

5. r-2ab--1: y=ab —a--6sz =ab tats. 

6. 12 * 12-7 14422 * 6'—-3 * 4*6 * 2*. 

7， 一 般 说 2-23 2-85 tee tran G1)? /A , BEEL A, FP 
始 的 连续 立方 数 之 和 恒 为 一 平方 数 .除去 1 不 算 , 则 23 十 24 十 
25 二 204? 是 最 小 的 能 给 出 平方 数 的 连续 立方 数 之 和 ., 但 这 里 的 
立方 数 只 有 三 个 ,而 题目 却 要 求 三 个 以 上 . 五 个 连续 立方 数 之 和 
25? -- 26! 4- 27^ -- 28' 2- 29? — 315* 能 满足 题目 条 件 , 但 最 小 的 和 
数 是 由 12 个 连续 立方 数 相 加 而 得 的 ; 


p ERRER GARTEN 211. -一 - Bid 
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14? + 15" + 16? + + + 25? = 312°. 

8. RHA Z= tey. BAK X-O!—q'Y lpg Y 
—ApqCp! — oy), 

9. 只 有 以 下 三 种 方式 可 以 交换 ， 

(a> 一 对 金刚 石 耳 环 调换 两 矣 其 他 金刚 右 ， 

(b) 一 对 金刚 石 耳环 调换 一 颗 金 刚 石 和 一 颗 红 宝石 . 

(c) 一 对 红宝石 耳环 调换 两 颗 金 副 石 . 

就 以 上 情况 ,珠宝 的 最 小 重量 如 下 : 

(a) 一 对 5 克拉 的 金刚 石 耳 环 调 挽 一 条 7 克拉 与 一 颗 1 充 
拉 的 金刚 石 ， 

(b>) 一 对 3 克拉 的 金刚 五 丁 环 调换 一 颗 4 克拉 的 金刚 石 ， 
一 颗 1 克拉 的 红宝石 ， 

(c) 一 对 5 克拉 红宝石 耳环 调换 一 颗 14 克拉 金刚 石 与 一 
Bi 48 克拉 人 金刚石 ( 另 一 个 解 是 用 40 克拉 与 30 m hrs Won d 
一 最 去 调换 一 对 5 克拉 红宝石 耳环 .但 前 一 解 得 出 的 宝石 重量 
较 小 . ) 

(d) 三 对 耳环 的 价 秆 分 别 是 多 50000; $ 18000; $ 2500000; 
与 之 进行 交换 的 宝石 价值 分 别 蚌 名 49000 4 $ 1000; $ 16000 与 

C316] $2000; $196000 5j $ 2304000. 

以 下 三 种 情况 是 不 可 能 进行 交换 的 : 

(a) 一 对 金刚 石 耳 环 调换 两 颗 红 宝石 . 

(b) 一 对 红宝石 耳环 调 接 一 颗 金 列 石 与 一 颗 红 宝石 . 

(c) 一 对 红宝石 耳环 调换 两 颗 红 宝石 . 

这 不 是 一 个 简单 问题 ， 

10. 共有 3 KAS 头 猪 ,109 头羊 

11. 三 条 边 诺 是 (4a — 0) 4a? (b? — 2a"), (Bat — Aa! P? 
b) WHR e HAM ONF 2a 而 大 于 av 2.3: a—2,b -3 BEBE 
出 的 三 边 63,16,65 满足 题 意 . 
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第 26 章 INIR DINKAR 


12. 在 100000 以 下 的 最 大 平方 数 是 99856 二 316, 所 以 , 包 
括 将 军 在 内 ,共有 99857 A. 原先 排 成 两 个 方 阵 ,其 人 数 分 别 为 
3136=56? 与 96721— 311%. 

13. 20 加 仑 的 那 一 桶 ， 

14. Bee) Se: 102347586; EE : 987652413. 

15. 68. 

16. 十 位 数 为 3 的 末 两 位 平方 尾数 只 有 唯一 的 一 种 可 能 : 
36, 所 以 它 必 然 就 是 本 问题 中 平方 数 的 尾数 了 . 从 算式 的 布局 可 
知 , 被 开 方 数 的 最 左 两 位 必 为 10, 所 以 平方 根 的 首位 数 必 定 是 
3. 布局 又 表明 根 的 第 二 位 数字 是 1, 包罗 的 平方 数 表 告诉 我 们 ， 
在 3100 与 3200 之 间 , 以 36 BAP RAD 3192? = 
10201636. 当然 ,本 问题 不 必 依 赖 平 方 数 表 , 求 解 并 不 困难 . 

17. 除数 179; 余 数 164. 

18. 12;18:60;1445320:588;1036. 

19. 1 美元 钞票 5 张 ,2 美元 钞票 50 张 ,5 RHR 19 
3k. 

20. 25. 不 论 他 送 走 24 粒 还 是 得 到 24 粒 , 他 拥有 的 弹子 数 
始终 是 个 平方 数 , 关于 三 个 平方 数 能 组 成 等 着 数列 的 一 般 公式 ， 
在 本 书 第 15 章 中 已 经 给 出 ， 

21. (a) JOKE 11, 3533. 7346. 3 英寸 的 正方 板 ， 

Ch) 80929/1615;106921/1615;127729/1615 英寸 的 方 板 ， 

(c) 1140299183/12051130; 905141617/12051130; 
581618833/12051130 英寸 的 方 板 . 

本 题 的 一 般 解 虽然 存在 ,但 解 起 来 相当 几 难 . 

设 按 照 递 降 顾 序 的 三 个 平方 数 是 (2Z/YY? (XYY, CW/ 
YX, WAZA A, MA X°+ AY? =Z, X — AY »W' 为 了 求解 
ERL ERA Bot y! mast Fry Hb RS 
ab= ABU. 从 而 X ai t yt Y =2ayew. 24 A=23 时 ,辅助 方 
BGR ety =2 2 y =a. 后 面 第 二 个 方程 的 一 般 解 是 
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LESE. 


x =m’ 23n' yy 二 m — 28n! swe 2mn 将 它们 代入 第 一 个 辅助 
方程 ,可 得 出 2Gs*4- 2340 —z. 4 n=l, M m — 17 这 个 数值 
将 可 使 表达 式 为 -平方 数 , 这 是 由 于 217 4-2305-410! 之 故 . 
于 是 r= 312, y= 266.w = 34.2 —410. xx HEB ACH 
2 可 约 去 ,从 而 给 出 156 +133 —205*,156! — 133? — 23 « 17* 以 
作为 辅助 方程 的 解 . BX = 156'+133'=905141617,Y =2 * 
156 。133 * 205 - 17 = 144613560. Z = 1140299183, W = 
581618833. 

”这 些 解答 给 出 了 方 板 的 英尺 数 ; 若 管 数 以 英寸 数 甫 示 , 则 边 
KER ELBE 12. 为 此 , 管 案 中 的 分 数 , 其 分 母 了 应 等 于 
144613560 的 二 ,也 就 是 12051130. 

应 用 类 似 的 办 法 可 解决 问题 21a 与 21b. 

22. (a) 386 榴 ; 另 外 两 只 箱子 里 装着 8450 与 16514 四 ,总 
数 为 25350 Hr: 

(b> d Ex 10086 dr. 三 只 箱子 里 分 别 有 482 10,3362 Br; 
6242 f. 

23. im 5g fi (E x A dh n BS — ME. aA [I] Md: 239 
号 ,最 后 一 家 的 门牌 号 码 为 337; 若 他 住 在 双 导 一 侧 ; 则 他 家 门 
牌 为 408 号 ,最 后 一 个 号 码 是 576. 车 门牌 采取 连续 编 法 , 则 他 
家 是 204 号 ,最 后 一 家 是 288 S. 在 以 上 三 种 情况 下 ,直到 他 家 
为 止 ,但 不 包括 他 家 门牌 号 数 在 内 的 各 门牌 号 数 之 和 分 别 为 
14161;41412520706. 

24。 比 尔 的 那 包 脏 衣 服 中 有 12 件 棉 衬衫 ,6 EP S E 
衣 费 为 4. 68 美元 ;洗衣 费 单价 如 下 :每 件 棉 衬 衫 24 美 分 ,每 件 
尼 北 衬衫 30 美 分 ， 

25. 1940 年 时 他 是 55 岁 ,他 死 于 1950 年 ,享年 65 07. 

26. 11236. 

27. 有 了 两 解 :4BC 为 315 或 862. AB FH 547. 
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28. 2256 HB HAE FL. 

29. 9.50 或 19. 00 美元 ,要 看 它 是 啤酒 还 是 酒 ， 

30. 1936 年 3 月 17 日 ,星期 二 .1908 年 3 月 17 日 ,星期 二 
是 另 一 个 可 能 的 解 . 但 这 位 乡下 情郎 就 谈 不 上 年 轻 了 . 1964 年 
与 将 近 本 世纪 之 末 的 1992 年 也 符合 题 意 . 

31. 汤姆 以 15 对 1 的 赔 率 投下 赌注 15 360. fT 225 
美元 ,加 上 他 原 有 的 25 美元 钱 , 总 数 是 250 美元 , 比尔 以 10 对 
1 的 赔 率 投下 赌注 10 美元 ,连同 他 原 有 的 25 美元 钱 共 计 125 
美元 ,所 以 最 后 他 手头 的 钱 数 正好 等 于 汤姆 的 一 半 . 本 问题 的 求 
解 要 涉及 佩 尔 方程 ,也 存在 着 其 他 答案 ,但 赔 率 太 大 ,脱离 实际 . 

32. [PMMA PDT. BARS RETR) 
面包 ,以 及 两 只 单价 是 到 只 铜板 的 小 面包 . 只 有 一 男 一 女 两 个 似 
乎 也 符合 条 件 . 但 买 法 将 有 10 种 ,而 不 是 问题 所 规定 的 独 一 无 
二 的 买 法 . 

33. 11 X€& gr. 

34. (a) 161'—1620*4* —1. 

(b) 2449' — 1666 * 607 —1. 

35. 3k 4 块 杰 桃 糖 ,16 块 果汁 糖 . RRR RE 
桃 糖 ,4 EUR BE. 3 HOC. 2 HER TENE 15 e COBRE DS n 
也 是 40 美 分 ,但 无 法 均匀 分 配 . 

36. 此 人 在 1 个 法 郎 的 赌博 中 连 输 七 次 ;其 后 在 ? 个 法 郎 
的 赌博 中 输 了 三 次 , 赢 了 四 次 ;接着 在 49 法 郎 的 赌博 中 输 五 场 ， 
RoW RSE 343 法 部 的 赌博 中 连 赢 七 场 ; 其 后 .在 16807 法 
Bp fr) e SE Pf CU e 117649 法 郎 的 赌 赛 中 又 连 启 七 
次 . d zn. 4 — dt ATS 869288 jE Bp, HH RE 91511 HEBE, YR (8 
777777 iE Bp. 他 赢 过 26 次 , 输 了 23 次 .本 问题 实际 上 是 把 
777777 表示 为 ? 的 乘 才 之 和 ,而 其 系数 均 为 奇数 . 然后 , 正 的 系 
数 表示 赢 的 次 数 , 而 负 的 系数 表示 输 的 次 数 . 
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tee 


37， 原 来 的 两 堆 分 别 有 120 与 560 颗 郁 子 , 其 中 的 三 角形 
底 共 有 36 与 105 BRT ,而 三 角形 的 每 边 有 着 8 与 14 88. 最 后 
合并 成 的 三 楼 锥 则 共有 680 颗 邦 了 于 .其 底座 的 椰子 数 为 120 ,而 
每 边 有 15 MET. 

38. 若 题 中 并 未 明确 指出 此 人 的 硬币 数 必须 多 于 100 ,那么 
100 E EF GER RE XS. BI 10 — 19 * 1*— 81. EAR x: 一 
195'— 81 中 ,+ 的 下 一 个 可 能 值 为 66, 因 此 他 至 少 要 有 66: — 
4356 Tr IB iB. 而 在 较 小 的 19 堆 中 ,每 堆 应 有 15^—225 杖 硬币 ， 
第 三 个 可 能 的 解答 为 105: 一 11025 BRE pug 19 堆 中 的 每 一 堆 
应 有 24!'—576 校 硬币 .下列 公式 可 提供 无 限 史 组 解答 : 


z= of 2 + 39/19» + (170 一 9-718)" | 
2 


(170 + 39-19)" — (170 — 39.7197") 
2/19 , 


y= Ez + 39/19)" + (070 一 8918] 
2 


+ tf 


(170 + 39-19)" — (170 — 394/19» 

解答 当然 总 是 整数 ;因为 表达 式 中 的 根 式 互相 抵消 了 . 

不 幸 的 是 ,上 述 表 达 式 并 不 能 得 出 一 切 可 能 解 , 甚 至 也 得 不 
出 最 小 解 , n= 二 1 时 ,得 出 的 两 个 解 是 :959 一 19 ，220: 一 81， 
24417—19 * 560* — 81. 

39， 每 种 票面 的 硬币 他 至 少 要 有 60 枚 ,其 总 值 为 2100 美 
元 . 本 问题 的 其 他 可 能 解答 是 60 与 2100 的 整 倍数 ， 

40. 级 数 至 少 有 201 级 , S87 2106 3-201, 3x EH E Æ 
任意 正 整 数 或 零 . 

41. 99 元 9 和 角 8 分 (美元 )， 

42. "HIE TLBO X7 枚 , 方 孔 铜 钱 1. 


43. 3651. 
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44. 对 三 楼 锥 而 言 , 三 角形 底面 的 一 边 上 放置 193 HE, E 
个 底面 有 重 18721 只 , 共 193 屋 ,总 数 是 1216865 HÆ. 

^n SER put LESS aE 193 M. LIE; JE TL JE HE 
193 —37249 A, E RS] He 2415009 ,正好 能 被 最 下 层 支 持 ， 
这 时 底层 的 37249 只 和 恒 将 受到 7. 979 BARA BRB 
过 ,已 崇 岩 可 危 . 若 再 加 一 层 的 话 , 那 时 底 的 每 边 将 有 194 HE, 
底面 蛋 数 将 是 194: = 37636, 而 总 数 将 达 2452645, 此 时 底面 
37636 只 蛋 的 每 一 只 要 受到 8. 0209 BK 71 ——— HER: BUR (E 
而 垮 下 来 ,把 蛋 压 扁 , 搞 得 一 塌 糊 涂 . 

45. 边 长 可 为 与 3,4,5 成 比例 的 任何 正 整 数 . 

46. 15 个 小 正方 形 . 可 用 1， 合十 4*， 3 十 3*22 十 2， 4 十 
* 52-3 « T! 拼 成 一 个 12X1i2 正 方形 ,再 加 上 另外 单独 的 一 个 
5x5 IEA. KA 27. 图 28 则 是 分 成 22 个 正方 形 的 解法 . 另 一 
个 解法 也 是 利用 22 块 , 即 1. 87-4 + 4 十 16 * 1* 4-1 - 57, (B JE 
处 没有 给 出 图 解 . 


图 27 把 一 个 13x13 正 方形 重组 为 两 个 正方 形 


47. WR WEBER GS? — Da*(a?-1)220. mod 2? * 3* * 7. 
gi 3 AEE a -—1=0 mod 3, 男 由 小 定理 可 
S] a5— 120 mod 7. É a 为 偶数 , 则 全 能 为 8 整除 : 若 a HF 
数 , 则 ai 一 1,e 十 1] 均 是 得 数 , 故 其 中 的 一 个 数 能 被 4 整除 , 另 
一 个 数 能 被 2 整除 ,于 是 其 乘积 能 被 8 整除 . LINZ, TIS OR 
i — 383 — 


[320] 图 28 把 一 个 妇 X 地 正方 形 重 组 为 两 个 正方 形 


此 互 质 , 故 aakas 一 1)=0 mod 2° + 3? 7. 
48. 问题 48 的 解答 由 表 102 给 出 ， 


PCN) N PiN) N 
1 1.2 Z4  35,39.15.52,56,70,72,78,84,90 
2 346 28 29,58 
4 5.8,10.12 30 31,602 
6  7,9.14,18 32 . 51,64.68.80,96 
8  15;16,20,24,30 36 — 37.,57,03.74,76 
lo 11.22 40 — 41,55,75,82,88,100 


12  I3:21.26,28.36,42 42  43,49.86,98 
16  17,32.34.40,48.60 44 69,92 


18 — 19,27,38.54 46 47.94 
20 25.93,44,50,66 $0 61.77,93,99 
22 23.46 72 73,91.95 


3X 102 Roy ml AMONI N ti 

49. 15 2,3 5g 25,5 5g 2,7 5 95,17 5 25,19 5 35:43 与 
7. l 

50. 大 桶 边 长 为 108 英寸 . 由 于 

108° =104°+51°+ 13° = 106° +38'+24° 一 96 十 72: 十 12* 

= 903+ 725 2-54* — 890? - 82? -- 15', 
故 知 较 小 的 容器 ,其 边 长 的 英寸 数 分 别 是 106,104. 96,90,89, 
一 384 一 
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82.,72,72,54,51.38.24.15.13.12. 
51.39 Ek N — 7K 43. 若 末 位 的 3 移 到 第 一 位 , 则 形成 
的 新 数 将 是 3。，7' 十 天 (基数 为 7). 于 是 有 


4K +3) =3°7 +K. 


化 简 后 可 得 15° 7'—12—23K.Bl —8 * 72:12 mod 23. 由 此 
得 出 772210 mod 23.7221 mod 22. 为 了 得 出 一 个 40 位 以 于 
的 解 ,可 取 了 =21. 于 是 天 一 (15。72 一 127723， 而 


和 一 7? 兵 十 3 一 [(15。 77—842/23]4-3 
—1507:—1)/23. 


此 处 的 答 数 是 用 通常 的 十 进位 制 表达 的 ,把 它 写 出 来 ,就 是 
2540883292554122640. 在 七 进位 制 中 它 等 于 


4364604155323020625113. 
车 把 末 位 3 称 到 首位 , 即 得 3436460415532302062511, 这 是 原 
数 的 二 ( 用 七 进 制 计算 ) 
52. 把 1000000 化 为 七 进 制 数 ,算式 如 下 : 
余数 


æ e C GÀ) G2 QI e m 


即 1000000 = 74-75 --3 * 0-3 * 743° 743° 77-1. EF 
ABS UE fi ig Ex dE dL aA: 
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žita 


T MR $ 823543 
7 赠 款 一 份 = 117649 


T Ko $0421 
7) 赠 坎 三 份 一 7203 
7 赠 款 三 份 二 1029 
7E IÍÓ 6 147 
7 元 赠 款 一 份 一 7 
15 EC = 1 

$1000000 


53. E r JETEN. 为 了 简便 起 见 , 可 令 ， 
in— D /n- A.N iiti A—1=—1/n, Bl 1]/(4 一 1)= 一 x. 
第 一 大 留 下 的 椰子 数 为 A(x 一 1)， 
第 二 人 和 留 下 A[A(x 一 1) 一 1]=A:(x 一 1) 一 A， 
8B — A BET ALA ir DA I] AnD ALA, 


LETETT 


A'(xr — 1) — GA! AT + oe + AD 
= A(z — 1) — CA" — A)/(A — 1) 
-A[r—1—1/(4— 19] + AKKA— D. 


而 据 题 意 , 它 是 的 一 个 倍数 . 


将 4 代入, 即 得 : 
[Gr — Danfi — 14d 5) — (1 — 1) =O mod n, 
[322] [Gr — 1 + 2)/n"](— D^ =— 1 mod s. 


于 是 (x 一 1 十 x#)/n" 二 x 士 1, 两 重 符号 ( 土 ) 的 选取 是 :n 为 奇数 
时 用 如 号 := 为 偶数 时 用 减 号 , 最 后 ,我 们 有 


z—n'Gndl1)-—1)—m[£&—€—1»?]— Cn—1). 


只 要 工 是 非 负数 ,& 可 取 任 何 整 数值 . 为 了 找 出 z 的 最 小 值 , 可 
— 386 一 


第 26 章 女王 的 讲解 :问题 的 解答 与 振 示 


Hn A tS k= 0 SA 1 RR TRUE m - GQi— D KC 
Gi" — 2(GI— 19.25 5 — 5 to 554-3121. i35 n= 4 B= 
(4'—12(4—12— 765. 
EE a Aor RRP US a ARF ORF Be 
Aro rt 
= AG —r) — [r( aA" — AD] CA — D 
= Ate —r—r/(A — 1)] + A7/CA — 1). 


于 是 有 


(n — JY'LG — r nar) /n"] — rin — 12 = 0 mod n. 
[Gr — r + arw] D =— r. mod n, 
(Or — r + n/n = knr 


亦 即 
z = m[En — r(— 1)"] — rin- 1). 


SME RAS E —0 8E 1. PN OB E A p 
ER F 53243 BE cer — ra — RR "Ca —r) rad). 

54. 由 于 各 位 数字 之 和 要 被 3 与 7 除 尽 ,所 以 数码 3 的 使 用 
次 数 应 是 7 的 倍数 ,而 数码 7 的 使 用 次 数 应 是 3 的 倍数 . 由 此 可 
知 , 所 求 的 最 小 数 应 有 十 位 ,其 中 三 个 是 7?, 而 七 个 是 3. 这些 数 
码 无 论 作出 什么 排列 肯定 都 能 被 3 整除 ,这 是 因为 , 若 一 个 数 的 
各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 ; 则 这 个 数 本 身 也 能 被 3 整除 . 所 以 ， 
要 考虑 的 是 ,怎样 排列 十 个 数码 ,才能 得 出 可 以 被 ? 除 尽 的 最 小 
数 ? 

由 十 个 3 写成 的 数 可 记 为 

3. 10° --3* 10 310 + 3+ 10. 


分 别 将 3 - 105,3 « 10° 等 数 除 以 7, 求 出 其 剩余 数 ,可 得 出 下 列 
表格 
— 387? 一 
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TER n 3-10 HHT Ber 
0 3 
1 2 
2 6 
3 4 
4 5 
5 1 
6 3 
7 2 
8 6 
9 A 
[323] 剩余 之 和 = 36=] mod 7 


从 而 可 知 3333333333 在 除 以 7 时 将 留 下 余数 1 因此 ,有 三 个 
位 置 的 3( 其 相应 剩余 之 和 等 于 1 或 8 或 15) 必 须 去 掉 , 以 使 得 
其 余 的 和 数 能 被 7 整除 . 在 这 些 位 置 上 代 之 以 三 个 形 为 7，10" 
的 数 不 会 影响 可 除 性 ,因为 7 10" 形式 的 数 当然 是 对 模 7 [5] s 
FEN. 要 使 三 个 科 余 之 和 为 1,8 或 15, 我 们 只 能 有 下 面 几 种 
选 法 : 


指数 n Wer 剩余 之 和 Er 
0.1.6 3.2.3 8 
0.2.8 3.6.6 t5 
0.3.5 3.4.1 8 
1537 254,52 8 
1.455 2,5.1 8 
2.3.4 6.4.5 15 


最 后 一 种 选 法 里 出 现 的 最 大 指数 4 显然 要 比 尾 何其 他 选 法 
里 出 现 的 最 大 指数 为 小 ,所 以 由 它 可 得 出 最 小 解 . 因此 3 + 107; 
3 * 1053 * 10* 必须 去 掉 , 而 代 之 以 ? 为 系数 的 10 HAA. 
由 此 可 见 ,3333377733 是 最 小 解 ， 
55. 设 数码 3 用 过 次 ,数码 5 用 过 > 次 ,数码 7 用 过 = 
一 388 一 
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次 . 则 3x 十 5y 十 7z GER 3.5.7 整除 ,也 就 是 被 105 整除 . 由 此 
可 网 ,如 果 在 方程 3x 十 5y 十 7z 二 105 中 ,z+ 十 y 十 z 取 最 小 值 , 刚 
产生 的 解 必 为 最 小 解 . 由 于 变量 x 的 系数 7 是 最 大 的 ,因此 只 要 
司 zx ERRERA, BEE < 十 y 十 z 为 极 小 . REA c= 13,12, 
11.10 进行 试探 .我 们 发 现 有 下 列 三 组 xz,y,z 值 , 均 能 使 rty 
+z MRE 17. (i13 inm 3.ymi.z—13;r—2,.,y—3,z— 
12jyr21,»—5.2—11. 由 此 可 见 , 所 求 之 数 至 少 应 有 17 位 .被 3 
整除 是 不 成 问题 的 ,因为 各 位 数码 之 和 能 被 3 整除 ; 若 此 数 的 来 
位 数 是 5, 那 它 被 5 整除 也 不 成 问题 ， 

让 我 们 分 别 考察 以 上 三 组 ryer EEE r= yl, 
二 13, 此 种 情况 ,数码 5 只 出 现 一 次 ,当然 它 应 放 在 最 后 一 位 上 . 
TENE TITTTTTTTTITTITTUS 中 ,有 三 个 地 方 的 7 必须 代 之 以 3, 以 
使 新 数 能 被 ? 整除 . 上 面 这 个 数 ,一 看 就 知道 对 模 ?7 是 同 余 于 5 
的 ,因而 必须 找到 3-10 中 的 三 个 3, 而 其 和 是 对 模 了 同 余 于 ? 
的 . 另外 ,应 当 尽 量 挑选 乔 次 最 高 的 ,使 它们 尽量 在 最 左面 取代 
7,. 只 有 这 样 才能 得 到 最 小 解 ( 匈 王 表 ). 


指数 scm 对 机 ?的 剩余 x HM, — 3-10 XTIR 7 DE 


9 3 9 4 
1 2 19 5 
2 6 11 1 
3 4 12 3 
4 5 13 2 
5 1 14 $ 
6 3 15 4 
7 2 16 5 
B 6 


从 表 中 可 以 看 到 ,两 个 最 大 指数 所 对 应 的 剩余 之 和 5 十 4 IE 
好 是 对 模 7 同 余 于 2 的 ,可 是 我 们 还 得 有 一 个 剩余 (已 经 说 过 要 
有 三 个 ) ,而 表 中 又 没有 剩余 0, 因 此 我 们 不 能 选取 两 个 最 高 的 
AR. WHS 16 与 14 来 说 ,其 剩余 之 和 是 5 十 6 三 4 mod 7.4 
此 为 了 使 和 同 余 于 2( 模 7), 还 应 选 一 个 剩余 5, 而 此 数 可 从 指 [324] 
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数 10 获得 .因此 .7。，1057 。 10".7 。108 必 须 去 掉 , 而 代 之 以 
相应 位 置 上 的 3. 由 此 而 产生 的 数 37377737777777775 便 是 一 
个 数码 5, 三 个 数码 3,13 个 数码 7 情况 下 的 最 小 解 . 

对 其 他 两 组 x,y,z 值 ,也 可 用 类 但 办 法 加 以 讨论 ,但 问题 
将 变 得 更 为 复杂 一 些 , 因 为 要 使 用 的 数码 5 不 止 一 个 ,所 以 仍 须 
使 用 列表 办 法 并 加 以 综合 考虑 . x—2.5—3,2—12 而 言 ;我 
们 最 培 可 得 出 33577577?77777775; 对 一 1,y 二 5,z 二 11 ME., 
相应 的 解 是 35555777777777775. 比较 一 下 上 面 三 个 数 , 第 二 个 
数 33577577777777775 是 最 小 的 , 它 才 是 本 问题 的 解 ， 

56. 九 个 数码 的 最 小 公 和 倍数 是 2520, 所 以 该 数 应 能 被 2520 
整除 . ER ER OK Dr IG LEE o RECETE? 与 5 整除. 同样 它 
应 被 7 与 8 整除 , 如 果 以 上 条 性 均 能 得 到 满足 , 则 此 数 即 能 被 所 
有 九 个 数码 整除 ,这 是 直 于 全 部 数码 和 为 45, 所 以 不 管 这 些 数 
码 如 何 排 列 ,该 数 总 是 能 被 3 与 9 整除 . (车 此 数 能 被 8 整除 , 则 
也 能 被 4 整除 :车 它 能 被 2 与 3 整除 , 则 它 必 然 也 能 被 6 整除 . ) 
车 要 被 8 整除 , 则 末 三 位 数 必须 是 以 下 16 种 情况 之 一 :120; 
820; 520; 720; 92012405 6405 840; 160; 360; 5605 760; 960; 280; 
480; 680. 

为 了 寻找 最 小 解 RRA FE 1.2.3.4. 
如 果 在 此 基础 上 得 不 出 解 ,那么 可 以 再 假定 左面 三 个 数码 1,2， 
3. 由 于 不 准 出 现 重复 数码 ,右面 要 考虑 的 就 只 能 是 5605 760; 
960; 680 这 样 几 种 情况 了 . 对 模 了 来 说 , 数 1234000560; 
1234000760; 1234000960;1234000680 的 剩余 分 别 是 2.6.3.3. 
因此 ,必须 将 尚未 用 过 的 几 个 数码 作出 适当 安排 ,以 产生 互补 剩 
余 5,1,4,4. 

下 面 的 表格 给 出 了 第 五 .六 .七 位 上 未 用 过 的 数码 的 相应 秆 

[325] 余 , 这 将 大 大 有 助 于 我 们 选取 合适 的 排列 , 表 中 未 出 现 数码 7， 
因为 它 随便 可 以 放 在 哪里 ,都 不 会 影响 可 除 性 . 
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对 应 于 第 一 种 情况 1234000560, 无 解 ;第 二 种 情况 给 
tH PHAR: 1234895760 与 1234958760; 第 三 种 情况 有 一 解 
1234857960; 第 四 种 情况 有 一 和 解 1234759680, 最 后 一 个 解 就 是 
最 小 解 . 

5?。 见 本 章 的 表 103. 

58. 利用 第 15 章 的 公式 1: 


fa, + ka; + 197-2, + 1) = 24. 


把 24 分 别 表示 为 2.3,4 个 因子 的 乘积 ,我 们 有 2412 + 2;8* 
8.6*412*2*6,2*3* 432 2 2: 3, PROS — r8 T7398 
15 章 讲 过 的 数 N 的 国 子 , 即 4,72.a;—a,7—a,—l,. 于 是 N= 
5? e 13 * 17 + 29= 160225 就 是 可 用 12 种 方法 表示 为 两 个 平方 
数 之 和 的 最 小 数 . 这 12 种 不 同 办 法 是 ;400 + 157; 3997 + 327; 
393^ -- 76^; 392? 4- 817; 3847+ 1137, 375* +140"; 360? 4-175 , 356" 
4-183, 337* 2-216, 3297 +2287 ; 311? -- 252’ 265^ 2- 300". 

第 15 章 的 公式 2 AH LG ti) (4 - D (0, 7-00 — 2518 
25 分 解 为 35。1 或 5-. 5, 从 后 一 种 分 解 得 出 的 最 小 指数 将 是 
4,4. 由 此 而 得 出 的 数 #。13'4, 虽 然 也 能 用 12 种 办 法 表示 为 两 
个 平方 和 ,但 它 要 比 5:，13*17，29 大 得 多 . 

59， 每 位 继承 人 收 到 的 款项 都 是 平方 数 ,而 同一 家 庭 的 三 
个 平方 数 是 成 等 荆 数 列 的 , 三 组 平方 数 育 着 同样 的 公差 ,可 记 为 
d. 由 第 15 章 可 知 ,d 必须 等 于 Ann Gn! — D 3E FER — £8 mon 
值 以 产生 出 同样 的 d 值 . 这 三 组 值 是 7,3;7,5;8,7, 给 出 的 d 值 
E3360. (注意 mn[m: 一 n*] 是 毕 氏 三 角形 的 面积 ;为 了 得 出 三 
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数论 妙趣 


个 等 面积 的 直角 三 角形 ,可 念 on, Ho, =r? tests’ my =r? 4+ 


2rs,ní—9 r* — s! nim Orso s! on, — rh trs +s. & r—2,s— M Bl np 
得 出 三 组 数值 :7.347,.548,7.) 把 三 组 mn 
列 的 三 平方 数 ; 


X —m! —ni—2mn;Y =m! tn —m!—n'-- Zmns 


即 可 得 出 杠 应 的 三 个 三 数组 : 


Z OE) Y'GETO XRF) 和 
6724-— 82? 3364-2 587 4= 27 $ 10092 
8836— 94? 5476— 74? 2116= 46° 16428 
16129=127* 12769= 113? 9409 -— 97? 38307 
合计 $ 64827 


S—AHRAATLA. BA .IL9nFSUBMCESET- SR 
T. B3 —34€ EU V P ek Br ELEC C] B Rn x JL ,两 个 
儿子 ,考虑 这 些 因 素 再 结合 问题 的 其 他 条 件 , 我 们 发 现 5476 十 
3364 = 8836 + 4 = 8840, 8836 + 5476 + 2116 = 16129 + 299 = 
16428. 琼斯 家 得 到 的 钱 要 比 布朗 家 多 三 分 之 一 ,所 以 琼斯 家 所 
得 的 款 数 肯定 是 第 二 行 数字 ,而 布朗 家 的 得 款 数 是 第 一 行 数字 . 
这 样 就 完全 确定 了 三 个 家 庭 中 每 个 成 员 的 身份 及 其 接受 的 遗 
产 : 
和 比尔， 琼斯 $8836 FH ESM — $$16129 Mee + HR $6724 
玛丽 。 琼 斯 5476 eH + 史密斯 12769 Pir. opa — 3364 
mH-m3u 2116 55 tud 9409 i59 - Jb BR 4 
$ 16428 $ 38307 $ 10092 
60. 车 不 算 个 位 数 DD, 由 其 他 数码 所 成 之 数 为 4, 则 此 数 是 
N=10A+D, i D .10 十 4 是 新 数 ,其 中 zx 表示 4 中 数码 的 个 
数 . 由 此 可 知 ,N A rtl KOOOAT D) —D * 10 T ARI 
AGOK —1) — DOO! — K). FER A— DOO  K)/GOK — D. Hi 
F N=10A+D. t B 


N = DOO — D/GOGQOK — 1), 
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这 里 ,e 一 zx 十 1. 对 给 定 的 天 来 说 ,六 的 最 小 值 有 e DLE. 
下 面 的 表格 给 出 了 一 些 久 人 值 , 以 及 当 品 与 10K 一 1 互 质 
时 ,N 中 可 能 有 的 最 少 位 数 e. 


K 10K —1 € 
2 18 18 
3 28 28 
á 38 6 
5 49 42 
6 59 58 
7 69 22 
8 79 13 
9 89 44 

19 99 2 


因此 , 当 个 位 数 称 至 首位 时 ,要 将 N EDI 6, 所 需 的 数 当 不 
PF 58 fr, BERL 4 则 只 需要 一 个 6 位 数 . 若 天 一 2， 
D=2, 则 NN 是 一 个 18 位 数 105263157894736842. 

对 NN 值 米 说 ;公式 中 的 分 母 10K 一 1 恒 与 数码 D=2,4,5， 
8 互 质 , 故 对 这 四 个 数码 来 说 ,N 中 数码 的 个 数 与 DD 值 无 关 , 而 
ARR KB. o4 D 5 10K —1 不 互 质 时 ,分 母 将 可 约 简 ,也 就 
降低 了 e HR. TERS IB DSK IBS T OR IB e 而 必需 求 
解 的 同 余 式 ; 以 及 NN IH: 


D 10K 一 1 一 10°—1=0 mod : N 

3 3m m (10 — D /m 

6 3m m 210 —15/m 

7 7m m (10 —12/m 

9 9m m (10 — 1D /m 

9 Qm+ 3 3m 十 1 300 —D/GmctD 


fain 32 K-—5,0] 10 反 一 1 一 49,e 一 42, 对 7 以 外 的 一 切 五 
值 ,w 要 有 42 位 数码 . 而 对 万 = 7 来 说 ,NN 只 要 6 位 , 它 的 最 小 
WE 142857. HEEL. D WAX N 是 有 相当 影响 的 . 但 将 模 10K 
一 1 除 以 3 或 9 不 会 降低 e 值 ,除非 10 玉 一 1 含有 大 于 9 的 .3 的 
方 堵 ,甚至 也 并 非 必然 . 例如 天 一 46 将 是 最 小 的 值 , 对 它 来 说 ， 
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选取 D=3,.6.9 将 把 。 值 从 48 减少 到 16, 而 对 另外 5 个 数码 来 
说 ,e=48 是 必 不 可 少 的 . 对 一 个 较 小 的 天 值 ,而 使 10K —1 能 
MAF 9 0]3B8]3 5 BRAT. BUS] K —19.10K —1227 + 7. f 


不 管 刀 取 什 么 数值 ,e 的 值 都 等 于 6. 
古 , 则 为 了 得 出 正确 结果 ,N 必须 从 9 F 


MEK- 10002» c RE EIER BEP 0 (KC — 1000) 


iK — DO 


> 十 , 则 前 面 得 有 三 个 0,…… 依 此 类 推 ,例如 , 若 D 7. K 


二 8, 由 于 8 一 7 二 1, 超 过 了 而 ,于 是 N = 7 (10 — 1)/79 
必须 写作 0886075949367. B 有 8N = 7088607594936. (B 若 
D=9,K= 8, 则 因 8 一 9=- 一 1 小 于 十 ,故而 N= 
9(107 —1)/79= 1012658227848 中 不 需要 在 前 面 加 上 0. * 
D=2,K=21, BF 21— 202» i. 因此 N —2(10* — 15/209 
必须 写成 009569377990430622, 只 有 这 样 写 才能 有 21N = 
200956937799043062. 
61. 设 支 票面 额 为 1000z 十 100y 十 10z 十 x, 则 误 付 的 款项 
为 £0002 + 100z + 10y+ x. F PLEX B= 999u + 90z — 90y — 
999r. 于 是 
IIICU — x) + 10(z — y) = B'/9— A? 
是 另 一 平方 数 . 设 & 一 x= 上,z 一 y 一 MM. 最 然 首 位 数码 工 不 
可 能 是 0, 也 不 能 为 0, 否则 10(z 一 y) 将 是 一 个 平方 数 , 但 因 
(z— y) « 10,3X Er sg REI n] RE. Al 008,0 L«9. M 可 
正 可 负 , 但 不 能 为 0; 因 车 等 于 0; 则 111 将 是 一 平方 数 ,但 因 
(za 一 z)<9, 这 是 不 可 能 的 ,由 此 可 知 0| M <9. 从 而 111L 十 
10M — A! MEA mod 3, 国 而 好 是 3 的 平方 剩余 , 即 士 (1,3， 
[3301 4,7,9). 由 于 平方 数 益 是 以 0,1,4,5,6,9 结尾 ,而 10M 的 尾数 
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必定 是 0, 因而 111L 的 尾数 总 是 0;1,4;5,6 中 的 一 个 ( 因 工 之 
9). 于 是 可 知 111 +1044.4444+10M,555+10M. 666 + 10M 必 
为 -一 平方 数 , 把 这 些 可 能 情况 用 表格 列举 出 来 : 


RHI y p aB TAR z= 4= 范围 =x 9 
Xm 3 =B: y+M rt x » 的 组 合 
1 1 1 il 1689 ytl 了 十 1 1-8 0à0—8 72 
2 1 6 26 $084 ytl +6 1-3 0—8 27 
3 4 4 22 43568  y-F4 rti 1-5 8-5 30 
4 7 5 25 5625 yt? r++5 1-4 0—2 12 
5 —à 1 9 72 y—3 rtl 1-8 3—9 26 
5 —9 6 24 5184 0 I 十 6 1-3 9 3 

Bit 200 


因此 ,有 六 个 平方 数 是 有 可 能 的 ,我 们 已 把 它们 列举 在 57 
这 一 列 , 支 票 有 200 种 不 同 金额 可 开 . 

第 2 型 解答 共有 27 种 ,其 中 有 两 个 可 能 的 解答 是 旨 18. 97 
与 $30. 19. 第 5 型 解答 有 56 种 ,其 中 有 两 个 解 是 再 35. 24 与 
$ 13. 02. 其 他 解答 亦 可 类 似 地 得 出 ,这 只 要 在 规定 范围 内 指定 
x 与 ?了 值 就 行 . 

62. 仿照 问题 61 的 解法 ,我 们 将 有 111 工 十 10M — B*/9— 
3A, Bt B—3A. BP L-—9.1M|«10. Br EIL 2427978, BD. A Z 
326. 由 于 7022326, BEA TE E1026 8 1 到 6 的 A 值 就 行 .对 这 
Ha, RA A—3 5 4 RE L=1,.M=—3 5 L—2. 
M=—3. 两 个 立方 亏损 数 为 729 5 1728. 在 第 一 种 情况 ,z 一 1 
E 8,»—3 € 9,z—y—3,u—zx-F1. Mary 的 各 种 可 能 组 合 将 给 
出 56 个 解 . 对 第 二 种 情况 ,一 1 E T, y= E 9,z 一 ?一 3 一 工 
十 2. 可 给 出 49 个 解 ,两 者 合计 ,解答 总 数 是 105 种 . 对 两 种 类 型 
的 解答 ,我 们 可 以 各 举 一 例 : 3 83. 09 53 $ 37. 45. 

63. (aM N 显然 能 被 111 整除 . 

(b) C 必定 是 0,5,8 或 9, 只 有 这 样 , 当 N 增加 1 时 才能 得 
到 末 三 位 平方 尾数 . 

(co) C 不 能 等 于 9, 否 则 5: 的 未 属 将 接连 出 现 三 个 0, 但 平 
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方 数 的 末尾 0 的 个 数 应 是 偶数 . 由 此 可 知 S? 必 以 001,556 或 


889 fi EE. 

(d) 111222333-5? «999888777 , 3, 10546«5 «31621. 

Ce) SRE. SS 的 末 三 位 数 与 较 小 的 了? 的 末 三 位 数 
相同 时 , 则 必 有 以 下 关系 :了 T ARRAS? — 00K E10 T 为 
奇数 时 ,5S 一 C250K 士 荆 )* 吕 .如 取 偶 数值 556, 则 具有 此 种 尾数 
的 最 小 平方 数 了 ?将 是 166: 二 27556, 代 入 上 述 “ 俩 数 型 公式 ”， 
我 们 妈 可 得 出 有 此 三 位 尾数 的 一 切 平方 数 S= (500K + 166)’. 
于 是 {500K 土 166)? 一 1 二 0 mod 111,K=71,43, mod 37(37 
是 111 的 一 个 除数 ), 仅 当下 二 34;36;38140 时 才能 使 5 值 落 入 
Cd) 的 范围 ,可 是 没有 一 个 S 值 能 符合 条 件 . 

BRA PEE 001 ,此 时 ,最 小 平方 数 为 1, 代 入 “奇数 型 
公式 ", 可 知 57= 二 (250K 土 1)* 表示 一 切 上 共有 001 尾数 的 平方 数 . 
FA (50K 43-1)0*— 12:0 mod 111; 即 K=O 或 千 8,，mod 37. 
jb BE 34 K—45:66;74:82;103, 111, 119 FEAT BER S SEA CD 
所 限定 的 范围 ,然而 ,我 们 的 希望 再 次 落空 了 ,仍然 是 无 解 ， 

最 后 考虑 889, 最 小 平方 数 T? = 83 = 6889. 于 是 5* — 
(250K 83), BI (250K 2-83)! — 12:0 mod 111, 从 而 文王 千 3， 
+5, mod 37. (X34 K —42,69571;77:79:106;1085 114,116 时 
能 使 S 莫 入 由 (4d) 限定 的 范围 . 通过 计算 ,可 知 天 二 42 时 得 出 S 
= 10583, i 5S: 二 111999889, 于 是 所 求 之 数 为 111999888, 除 此 
以 外 ,S 的 所 有 其 他 值 都 得 不 出 解 . 

64. 考察 从 0 到 10 一 1 的 一 切 正 整数 . (10 —D AUN nt 
9. 我们 把 0 与 此 数 配 成 一 对 ,把 1 与 10 一 2 配对 ,2 与 10" 一 3 
配对 ,如 此 等 等 . 由 于 把 0 算 进 去 的 话 , 共 有 10 个 正 整数 ,于 是 
就 有 10/2 对 ,但 每 对 之 和 等 于 10" 一 1, 它 们 的 各 位 数码 之 各 是 


D WT RAR S 整除 .加工 能 被 5 整除 , 则 我 们 在 公式 中 要 用 OX 取代 
250K .FH 100K Brit 500K. —— IRE. 
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9n. 既然 一 共有 10/2 对 ,因此 ,所 有 数码 之 和 是 On 1107/2, BI 
把 表示 10° 的 数码 1 加 上 去 (其 他 数 玛 都 是 0 了) , 便 得 到 [9r - 
10'/2]4-1— 45a * 107! -- 1. 对 十 亿 来 说 ,rn 相当 于 9, 因此 这 个 
和 数 是 40500000001. 

65, 3'z22 mod 7;3*"-2' mod 7;3%*'=3 + 27, 于 是 有 


giri p gro + 2 271 - 2* (G- 27) =2 e 7=0 mod 7. 


66. i F=0. TALKTALK-*- 
则 10000F =TALK. TALK 
相 减 后 得 9999F =TALK. 


F Æ (EVE)/DID = F = (TALK)/9999. 由 此 可 见 
(TALK) /9999 化 成 最 简 分 数 后 就 等 于 CEVEY/DID, 所 以 分 母 
"DID" fj xg fé 9999 的 一 个 三 位 数 因子 , 即 101,303 或 909. 

(a) 设 DID = 101. 则 (EVE)/101 = (TALK )/9999, s 
TALK =(EVE)99= (EV E) (100—1) = EV E00— EV E. 相 减 以 
后 ,首位 数 仍 将 是 五 ,不 能 是 了 ,因此 DID¥101. 

(b) 再 设 DID = 909. Jj CEVE)/909 = (TALK )/9999 或 
TALK —(EVE1 — (EVE) (104-12 — EV EO-- EV E , RR 
数 为 五 ,不 可 能 是 六 .因此 DID» 909. 

Cc) st PME — AY uf SE DID = 303. 由 于 大 是 一 个 真 分 数 ， 
EVE 只 能 是 (1 * 1) 或 (2 2), 要 试探 的 数 只 有 121;141;151; 
161;1715181; 191; LÀ Æ 212; 242; 252, 2625 272; 2825 292 3X JL 
Fh. BE 242 外 ,所 有 其 他 分 子 都 将 在 商 数 中 重复 出 现 已 经 有 过 的 
BUE. 所 以 符合 条 件 的 只 有 一 个 2427303 一 0. 79867986---, D 

67. EER BG. 由 假设 可 知 了 ABF 一 45", 于 是 人 BAE= 
45°, Ait AE— BE. $33 Ed np AG 总 是 与 其 他 三 顶点 等 距 的 ， 


@ 根据 本 问题 的 原 巡 提 法 ,只 说 是 普通 分 数 而 并 未 注 明 必须 为 最 简 分 数 ,内 
TEENAAN: =o 3498: 它 也 是 符合 字母 代 换 原 财 的 . — 译 者 注 . 
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e6AG-BG.G.E Beg T AB 的 垂直 平分 线 , 从 而 DG LAB. 于 


是 AD=DB=DE. DG 是 三 角形 中 两 边 中 点 的 联 线 , 从 而 DG — 
= BC. 由 于 ABC 是 一 个 毕 氏 三 角形 ,可 令 BC =m n, FR 
AB-—2mn,AD- DE —mn,W] mn--49— Gn! —^2/2, Bl Gn — n): 
—2n? — 98. 这 个 不 定 方程 的 最 小 解 是 m5 — 10,0 = 1m = 1. 
于 是 AB—22.BC-—120, AC —122. 

如 果 改 取 BC=2mn. lM) AB =m n a DE = On! —42»/2 H. 
T On? — 7) /2 +49 — ms. Bl On — nY +98 = 28^ ;这 个 不 定 方 程 
E39 E RB Eo — hh = 8 = 9 = 17. FE AB= 208, BC= 306, 
AC = 370. 

$8. 设 此 三 位 数 为 N, 其 各 位 数字 之 和 为 S, 设 六 三 
a mod 9,0] S=a mod 9, 这 是 由 于 一 个 数 除 以 9 时 ,其 余数 等 
于 其 数字 和 的 丸 余数 , 于 是 有 (9K +a)/OL+a)=26, BD 9K 
—26L) = 25a. 而 a 一 0,9,18 等 等 ,最 小 值 是 0, 故 有 天 一 267 ,为 
了 求 得 最 小 值 ,可 令 工 二 1, 此 时 下 二 26,N= 二 234,S$ 一 9. 

69. 由 第 15 章 的 公式 1 与 公式 2, 数 N 能 表示 为 两 个 平方 
数 之 和 的 方法 数 为 

(tart) Cas 十 -Cas 十 1) 一 1j/2( 所 有 的 ai 均 为 偶数 ) 
或 

[a 二 1) la, +1) (a, 3-10 /2 CE PAT a; 是 奇数 ). 


令 以 上 二 式 为 ?, 我 们 将 得 到 (e+1)(az 十 1D… 一 15 或 14, 从 而 
ai 一 4 一 2 或 ma 一 6,as 一 1. 这 些 都 是 用 于 ict] ERR 
p 的 指数 的 . 由 此 得 出 N 二 5+，13: sk N —5* + 13, Bip S Bo] 
数 ， 

由 于 5513 碰巧 是 一 个 平方 数 ,这 使 找 出 它 的 七 种 平方 
和 分 解法 较为 方便 . 只 要 找 出 毕 氏 三 角形 的 七 对 直角 边 ,以 使 得 
5! « 13! 为 斜 边 的 平方 就 行 . OX BEC foy A-KG*- y), 
B=K(2xry). FRAY CW KG? +y7) =5? e 13 325, N= 
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的 各 个 数值 : 


K xt y EI y A B C= ALB 
N-5 + 13? 
65 5 2 1 195 260 105625 
25 13 3 2 125 300 105625 
13 25 1 3 91 312 105625 
5 65 8 1 315 80 105625 
5 65 7 4 165 240 105625 
1 325 17 6 253 204 105625 
1 325 18 1 323 36 105625 


第 二 种 类 型 的 解答 要 用 到 N —5^ - 13=203125,H FER 


是 一 个 平方 数 , 因 此 不 能 利用 毕 氏 三 角 公 式 , 但 仍 易 找 到 七 种 分 [333] 


解法 : 先 提 出 平方 因子 5 ,5',5: 或 5*, 再 把 商 分 解 成 两 个 平方 数 
ZA. EA FRIES. 七 个 解答 如 下 ， 
5*(2* 3-335 = 250! +3757; 5187+15) — 450? +257; 
5*(17* +67) — 425? +150: 5'(69*- 58*) = 345°+ 2907; 
5* (867+ 277) —430:--135*, 5°( 366? -+ 2634) = 366 + 263°; 
5°( 439? +102?) =439?-+ 102%, 
70. 两 个 平方 数 是 5500002244 = 741627 与 7744000000 = 
88000". 
平方 数 如 ?7 LAS Bp f 2c RK 34641* + 7 = 1199998888, 
995597 4-7 — 9911994488. 
71. Ha M» BER Lo RE I EL L 上 售 牛 所 得 为 vom. 
由 于 每 人 都 分 到 同样 头 数 的 动物 ,其 中 也 包括 小 羊羔 在 内 ,由 此 
可 见 买 进 的 绵羊 数 y 是 个 奇数 . 列 式 如 于: 于 一 10y 十 区 .但 若 一 
个 平方 数 的 倒数 第 二 位 是 奇数 , 则 最 后 一 位 二 必然 等 于 6. Ah 
小 羊羔 值 6 元 .为 了 交易 公平 .分 到 小 羊羔 的 人 还 应 该 再 收 进补 
£4 270. 
72. 设 原 数 为 x, 增援 兵力 为 10y:, 最 后 总 人 数 为 400z7. 由 
题 意 可 列 出 式 子 :说 十 10y = 4002’ = (202)? = w. Bi A f 
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5 ,000,000<< 4002*«215.000,000 HI 158«22«2194, Mi 3160< 
wee 3880. Wik fg B] AE (8. r= K Gr? sn iy —2mniw—K 
(Grm! Ar si^ R EB K omn 可 自由 选取 ,但 rs 必须 等 于 10Cy 的 
系数 ). 由 此 可 见 , 存 在 着 无 限 多 组 解 , 例 如 18: 十 10，4*: 二 22 等 
等 , 在 指定 的 范围 内 ,天 一 60,r 一 5,s 一 2 由 一 3 一 2 一 2220.3 
=720,w= 3180.2 — 159. 于 是 有 2220+10 + 720* — 4,928,400 
4-5.184.000— 10.112,400— 3180' — 400 * 1597, REA YE HERE) 
400 Jj B, SERA A RES A 159° — 25281. 

73. 由 于 72 能 被 8 整除 ,所 以 付出 的 价款 必 能 被 8 整除 ， 
1000 及 10 的 更 高 次 智 肯定 都 能 被 8 整除 ,因此 只 要 考虑 79 * 
能 被 8 整除 就 行 . 由 此 即 可 将 定 末 位 数 必定 是 2. 火 鸡 只 数 能 被 
9 整除 ,其 价款 也 应 如 此 ,所 以 各 位 数码 之 和 亦 能 被 9 整除 . 由 
此 可 知 第 一 位 数字 必定 是 3; 所 以 总 的 价款 必定 等 于 367. 92 美 
元 ,而 每 只 火 鸡 的 价格 是 5. 11 美元 . 

74. 85555'—1— 7319658024, 

977775— 1= 9560341728. 

75、 十 个 数码 齐全 ,不 重 不 潮 的 平方 数 共 有 87 个 ,其 中 最 
小 的 是 32043" = 1026753849, RAH E 99066 = 9814072356. 

76. BEARER WHA 44 个 解答 ,其 分 布 范围 
在 35907 至 98182? 之 间 . 但 平方 根 是 回 文 数 的 却 只 有 唯一 解 ， 
Bl 66266. 此 数 平方 后 再 减 去 一 百 万 , 即 得 所 求 数 4390182756. 

77. 若 平 方 根 不 是 回 文 数 , 则 共有 26 个 解 ,其 范围 在 
12817: 至 29024 之 间 . 平方 根 为 回 文 数 的 只 有 一 解 , 即 18181， 
它 的 平方 再 减 去 一 百 万 , 即 得 329548761. 

78. 87695*— 7689413025 4-105, 

23104*—532794816 2-10*. 

79. BIER E] HL I A EL KW t+ DD. FHH 
WHD, ÈA 2 五 :一 全 一 天 可见 儿子 的 年 龄 是 一 奇 平方 数 . 对 
两 个 孩子 来 说 ,即使 是 年 仅 1 岁 的 双胞胎 ,妻子 的 年 龄 也 应 大 于 
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16 岁 ,因而 她 至 少 是 25 岁 , 于 是 夫妻 的 年 龄 只 能 是 下 列 用 种 情 
况 :36/25,49/25,64/25,49/36,64/36, 其 他 年 龄 组 合 将 导致 老 
父 的 年 龄 超过 109 岁 ,而 这 未 免 是 志 老 了 ,夫妻 年 龄 之 差 可 为 下 
列 几 种 情况 :11,24,39,13,28. 其 中 只 有 13 是 两 个 平方 数 之 和 
S* ED? ax d BIER Kip HP p Rb ax rl 形 素 数 之 乘积 ， 
FR S=3?,D=2',.H=49,W= 36, im F—494-364-4—89. E — 
个 素数 . 妻子 的 年 龄 是 36 9 LIE HE REM TSE 36”. 

80. N=99991= 105 — 9,3x J& — TER. FRA 10729. 10* 
+1=10,10°—1=8 mod N. JA ij 10'*—12980, (10 — 1 9? 
80799. BD 1 + C10'* — 3799 = 3 + 80799, Jp Sp, 10999 一 
[ (105)? 99955 a ( 9 99065 ae g 199999. 故而 10999899 — | == g 199989 — 1. 于 
是 12-8099» = 8001 + 80° > /80 = (80+ 80%) /80==(80+1)/ 
80 mod Ni 而 81° —1—81(81'7* — 13/81 = (819° — 81) /81 
=(1—81)/81= — 80/81 mod N. KBAR T RSA ge se ini (8. 0) 
SR. 于 是 


1+ L1 + é10" 一 13799897] c 0999899 — 1 
= 1 + (1/80 (C— 80/81) 21 — 1 2 0 mod N. 


81. 15 是 可 为 五 个 毕 氏 三 角形 之 一 边 的 最 小 整数 . 这 些 边 
是 15-20-25,15-36-39,8-15-17,15-112-113,9-12-15. 其 相应 面 
积分 别 为 150,270,60.840,54. 它们 的 总 面积 是 1374 平方 单 
位 . 正 五 边 形 之 面积 二 (5S*/4) (25+ 1075 7. 在 此 种 情况 下 5 
二 15, 面 积 一 (225/4)(25 十 10v 5 六 平方 单位 . 

82， 本 回 题 中 待 求 之 数 是 两 数 的 除数 , 为 此 , 需 先 求 出 两 数 
的 最 大 公约 数 , 大 多 数 算术 或 代数 课本 中 都 讲 过 这 种 求法 . 本 题 
的 最 大 公约 数 887 是 个 素数 ,因此 每 个 电子 零件 价格 为 多 8. 87， 
去 年 共 千 出 937 个 零件 . 

如 果 你 手头 没有 现成 课本 , 那 也 不 要 紧 . 用 389393 去 除 
831119, 得 商 数 2, 余 数 52333. 再 用 余数 去 除 389393, 得 商 数 7， 
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余数 23062. 仿 此 进行 ,每 次 用 余数 去 除 前 一 除数 . 能 使 余数 为 0 


的 第 一 个 除数 便 是 待 求 的 最 大 会 约 数 ， 
83， 相 似 立 体 的 体积 之 比 等 于 其 线性 尺度 的 立方 之 比 ,由 
SH, BY 5n gH RSS pR BIZ Hb 1:/2:. 吐 1/8. 它们 合 起 来 的 体积 因 
We OK 立方 英寸 ,这 里 的 天 是 一 个 比 秽 常数 (KK 二 176x), 把 
烧瓶 周 长 的 立方 数 转 化 成 体积 时 必须 乘 以 K. 于 是 问题 转化 为 
求解 Ka + Ky —9K LB rty 满足 这 个 方程 的 最 小 值 为 
x = 415280564497/34867 1682660, 
y = 676702467503/34867 1682660. 


RATHER KER ER. 

84. 1111111 的 素数 因子 是 239 与 4649, 所 以 一 定 是 239 
辆 汽车 , 击 每 辅 汽车 的 售 价 为 4649 美元 . 

85. 方程 x^ y^ 二 6 的 解 是 z=17/21,y=37/21. 

86， 可 参看 第 14 E. 具有 相等 面积 的 四 个 最 小 毕 代 三 角 
形 , 其 边 长 分 别 是 (111,6160,6161), (231,2960,2969), (1320, 
518, 1418), (280, 2442. 2458). 每 个 三 角形 的 面积 都 等 于 


341880. 由 于 边 长 为 1 二 英里 的 方形 土地 的 面积 是 43560000 F 
FRR ,所 以 ,除去 角 上 的 4(3418800 —1367520 之 外 ,农夫 还 保 
留 着 42192480 平方 英尺 土地 ,这 个 数字 超过 了 原 有 面积 的 
96%. 
87. 38 14 EC. ELE TH SCRI RS LT RU] ERES RE 

mF: 

(153868 ,9435,154157), (99660,86099,131701), 

(43660,133419,140381), (13260,151811,152389). 


88. RK N' =abedefabc 可 分 解 为 (abc) (1002001) = (abc) * 

75 « 11? + 137. (HIN def «1000, Br abe <500, A 20i E — TIE 

AR. FRR EHH OE 10 523 Z8). ELS — ER. 由 此 可 
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知 ,r 只 能 是 17 或 19, 因 为 13 已 被 用 过 , 所 以 n = (abc) = 289 
或 361, 而 N^-:289578289 或 361722361. 因此 N— 7 - 11 - 13 
© 17=17017 8 7 + 11 * 13 + 19—:19019. 

89， 作 为 两 个 平方 数 之 和 的 整数 N 必须 等 于 Nom*, 这 里 
m^ 是 N Ej N, PHBA EAR. BREA 4z 一 1 形式 的 素数 因 
子 ( 见 第 15 章 ). 但 任意 三 个 连续 数 中 必 有 一 个 数 能 被 3 整除 ， 
而 3 又 是 4z 一 1 形式 的 素数 ,因此 3 OA BKB HRS 
一 个 数 中 ,从 而 我 们 应 在 9 的 倍数 中 去 寻找 . 在 27,54,63 F, 
No 含有 一 个 4z 一 1 形式 的 素数 ;在 9 或 36 中 它们 不 能 表示 为 
Bi EARS A. 18 与 45 虽 能 作 如 此 表达 ,然而 相 邻 数 16,19 
或 44.46 XR fT. 再 来 看 一 看 数 72, 它 可 以 表达 为 两 个 平方 数 
之 和 ,7?71 不 行 ,可 是 73 与 74 合适 ;因而 72-9 6^- c6; 73— 3* 
87374=5° +77. 利用 不 同 素数 的 最 小 解 ( 不 像 72 那样 ,用 了 两 个 
同样 的 6) 是 232—6' + 147,233 — 8^ + 13234 — 3* - 15". 

90. 设 模 糊 不 清 的 数码 是 x 与 y. 把 各 位 数码 相 加 ,其 和 是 
atyt 30. 隔 位 相 加 ,并 从 一 组 和 数 减 去 另 一 组 和 数 , 可 得 12 十 
r— y 车 数码 和 和 能 被 9 整除 , 则 该 8 位 数 也 能 被 9 整除 ;而 若 12 
十 5 一 y 能 被 11 整除 , 则 该 8 位 数 亦 然 .于 是 有 Zz 十 y 十 < 二 
0 mod 9,12 十 zx 一 y 三 0 mod 11. 有 六 对 数值 能 满足 第 一 个 同 
余 式 ,但 只 有 7,8 这 一 对 能 满足 第 二 个 同 余 式 ,因此 < 一 7,y 一 
8. 所 求 的 数 是 27374985. 

91. it A= BU c= SEE LM XE SR Arce 2c— 45 - 
2c "TF J& c — 3h. 从 而 小 鸡 数 为 马匹 数 的 3 倍 , 只 要 它们 的 头 数 为 
3 与 1 之 比 都 可 满足 题 意 . 

92.， 知道 余数 及 减 数 ,我 们 即 可 写 出 相应 的 被 减 数 2071 与 
2622, 以 及 被 除数 95221. 然后 算出 三 个 减 数 的 最 大 公约 数 345， 
它 就 是 除数 ,从 而 可 以 算出 商 数 为 276. 

93. 在 七 进位 制 中 ,此 数 可 记 为 a，7: 十 "3 十 ci 在 九 进位 
BiH, EE ce Yter Ota. MR :48a —264-80c. BB 863a — 
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5c) 二 .但 在 七 进位 制 中 没有 数码 8, 因 此 #5 必须 等 于 0, 于 是 3a 
一 5c ,由 此 得 出 a=5,c=3, 这 个 数 在 七 进位 制 中 是 503, 而 在 九 
进位 制 中 是 305. 若 刑 普通 十 进位 记 法 , 它 是 248. 

94. CA5) + CO /394 (72/15) — [Ox z+ Lr 
x)/3] +.. {E h BS ee t er =0 mod 5,r7—z-— 
0 mod 3, 因 而 整个 表达 式 为 一 整数 . 

95. 能 被 2,3,5 整除 的 数 N 可 记 为 NN 二 2*3'5'. 由 于 他 是 一 
平方 数 , 所 以 a 必须 是 奇数 ,与 ce 应 是 偶数 . 类 似 地 可 推论 出 
a.c 必须 是 3 的 倍数 ,而 ss1 mod 3. 另外 ,aa 应 是 5 的 倍数 ， 
而 c=1 mod 5. 满足 这 些 条 件 的 最 小 数 是 一 15,5 一 10,ce 一 6， 
于 是 

N = 2" + 3! - 55 = 30,233,088,000,000. 

96. 有 两 解 : 300° 一 5000? = 2, 000, 000; 129? 一 383? = 
2,000,000. FE a!—5' — 2c? 的 解法 可 参看 乌 思 宾 斯 基 与 希 斯 
莱特 合 著 的 + 基础 数论 》, 美 国 马 克 格 劳 希 尔 图 书 公 司 1939 年 
版 ,393 一 395 M. 

97. $—i-—i mod p MA ſ 

(p — Dép — 2)--(p—r zo 2) r} 

—-(—1Y-rt. 
TERR] A NR EEG — 7— D 1, Bp 48 

(—DIsm(—I1IXY*ri($—r—11t 
设 + 是 一 个 能 使 (一 1 ，r! =1 mod p 成 立 的 数 ,于 是 有 (p 一 
DI =(p—r—1)! mod p. 但 由 感 尔 还 定理 可 知 
(p —1)1 +1=0 mod f. 
KAM (p—r—1)! +1=0 mod p. 
容易 验证 ,对 -= 了 7 来 说 ,一 17 +r! m1 mod ?1, 因 而 
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(71 — 7-1)! +1=63! +1=0 mod 71. 
Sab, HF B+ 9=1 mod 71,(—1) «9! =] mod 71, 于 是 
1-9-1)! +i= 61! +1=0 mod 71. 


98. 前 ^ 3ESESEOJ SE ELS nt Winn +1] /2. 我 们 应 
HEAR RI /[nGnT D/2]—2G— D ! /GF- D 3 — ES. 

(a) Sat DEAM 9e Br fp np BECR TREO ES TE n 
十 1)/2, 它 是 不 可 能 超过 (一 1) 的 (除非 n= 二 1,2; 但 此 时 十 1 
TEAD. AE. í- Di 中 必 售 有 Gn 十 1)/2, 于 是 2 一 101 7 
(rn 十 1) 为 一 整数 . 

(OD. 车 (xn 十 1) 含 有 两 个 相等 因子 (最 坏 的 情 帝 是 两 个 奇 素 
数 ), 于 是 (x 十 1) 为 一 平方 数 , 我 们 需要 证 明 分 子 中 也 含有 这 两 
^ BET GM D. BUT 03 Bj tp <a). ll 227 时 ， 
int DT G— D. 因此 2(n 一 1) 1 中 含有 两 个 因子 (十 1)3 与 
2 十 01, 从 而 还 是 能 被 (x 十 1) 整 除 , (n 一 1,2,4;516 时 ,Cx 十 
1) 不 是 平方 数 ;n 二 3 时 ,2[2 ! 1/4 为 一 整数 . ) 

(c) 最 后 , 当 (n 十 1) 为 素数 时 , 它 必 大 于 (tn 一 1)! 中 所 含 的 
最 大 素数 ,所 以 这 是 唯一 的 一 种 情况 ,这 时 前 ”个 连续 数 的 乘积 
不 能 为 其 和 数 整 除 . 

99. 为 了 算出 10000! 尾部 紧 挨 着 的 0 的 个 数 , 只 可 去 算 一 
下 5,25,125,.… 的 倍数 个 数 就 行 了 ,因为 对 于 这 些 数 自 , 我 们 总 
能 找到 一 个 2 的 等 与 之 匹配 以 便 得 出 10 HRR. 2 A 
REES Tos 的 乘 复 ,因此 共有 [1000075] + 110000/25 ] + 
[10000/125 ]4- [10000/625 ]+ [10000/3125 ] = 2000+ 400+ 80 
十 16 十 3 一 2499 PSE. 

这 里 ,[ev 的 表示 不 大 于 a/b 的 最 大 整数 ， 

100. 等 腰 直 角 三 角形 的 每 条 直角 边 都 上 共有 m+’ 的 形式 ， 
因而 斜 边 是 ”2 Gm +’). ARER: FET ABR ry 
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iA B= AE CS x ty = 20 ta?) M x = |m —v t 

2Zmn|.y— jm? — n! — 2mn | 时 这 是 可 以 做 到 的 ,因此 时 有 x 十 yy 

= 2m! -r- Ami +H 2x) —ZGoy-En! Y.34 m—2,8—1 时 ,可 得 出 

—7,y—1 作为 两 直角 边 , 此 时 斜 边 为 5 2 . SRR AHA 

每 条 直角 边 满足 mta —5. MRE 5Y 2 , 两 者 都 不 能 算 

是 整数 毕 氏 三 角形 ,但 等 腰 直 角 三 角形 的 “有 厢 ? 都 等 于 5. 
[338] 却 是 一 个 3-4-5 毕 氏 三 角形 的 斜 边 ,这 就 满足 了 题 意 . 
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RA. 其 中 数字 为 愿 书 之 页 码 ; 
2. 级 在 各 阐 末 足 地 考 京 献 中 出 现 , 而 在 正文 中 未 见 之 人 名 一 健 丰 用 
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